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Filtrari adaptive

e Filtrarea Wiener
e Filtre LMS

e Filtre RLS



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

Filtrarea Wiener

e Filtrul Wiener = filtru liniar optim

d(n)
_|_

Figura 1: Filtrul Wiener

e x(n) semnal de intrare

h(n) secventa pondere a filtrului liniar
y(n) semnal de iesire

d(n) semnal dorit

e(n) eroare de estimare
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e Obiectivul filtrarii Wiener consta in a determina secventa pondere h(n)
care minimizeaza eroarea e(n) intr-un anumit sens statistic.

e [Exista cateva modalitati de a alege aceasta eroare minima

e Functie de cost (functie obiectiv, index de performantd)

e Dpdv matematic cel mai des se minimizeaza eroarea patratica a lui e(n)
e Aceasta functie obiectiv utilizata la filtrarea Wiener

e Sunt cateva structuri pentru filtrul Wiener = solutii diferite

1. Filtru necauzal si de durata infinita
2. Filtru cauzal IIR
3. Filtru Wiener FIR de ordinul M
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e Vom cauta solutia optima din fiecare clasa.
e Dintre toate solutiile, FIR s-a dovedit cea mai populara.

e Cel mai important avantaj este legat de abilitatea structurilor FIR de a
implementa solutii adaptive la problema filtrarii Wiener.

e S3 consideram sistemul de comunicatii urmator (fig. 2):

Figura 2: Sistem de comunicatii
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e Un semnal d(n) este transmis printr-un canal de comunicatie care este
descris printr-o functie de transfer C'(z) posibil necunoscuta. C'(z) poate
incorpora Tn modelul sau si efectele distorsiunii canalului.

e Avem zgomot pe canal v(n) care corupe semnalul receptionat z(n).

e Dorim sa proiectam un egalizator F/(z) care sa incerce sa inlature efectele
nedorite ale lui C(z) si v(n) (fig.3).

d(n)

C(z2)

E(z)

y(n) =d(n)

Figura 3: Sistem de comunicatii completat
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Egalizatorul are intrarea x(n) si produce o iesire y(n). Semnalul dorit
este d(n), adicd semnalul transmis.

Vom utiliza un filtru Wiener E(z) la egalizator, care minimizeaza eroarea
medie patratica dintre y(n) si d(n).

Solutia acestei probleme necesita o descriere statistica a semnalului
receptionat.

Egalizator cauzal sau necauzal, solutii diferite

Se prefera solutii cauzale si dintre diferitele tipuri de filtre liniare se
impune pentru egalizator o solutie FIR sau IIR.

In cele mai multe cazuri un FIR cu suficiente derivatii este de ajuns n
implementare.
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Principiul de ortogonalitate

e Presupunem c3 x(n) si d(n) sunt mixt stationare in sens larg.

e Pentru discutia prezenta nu trebuie sa mai facem nici o alta presupunere
relativ la natura filtrului, in afara liniaritatii.

e lesirea filtrului este data de:

y(n) = > h(k)z(n—k).

Eroarea dintre raspunsul dorit si iesire este e(n) = d(n) — y(n).

e Obiectivul minimizarii Wiener este s3 determinam coeficientii h(n) care
minimizeazd indexul de performant3 .J dat de J = Ele?(n)].
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e Filtrul Wiener va minimiza eroarea medie patratica dintre semnalul dorit
si iesirea filtrului

e Indexul de performanta J este o functie de secventa pondere h

e Minimizarea se face setand zero gradientul lui J in raport cu
componentele lui h

e Componenta a n-a a lui VJ este data de:

[vj]n —

Pe de alta parte:
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——— = 2F{x(n — k)e(n)}.

e Deoarece fiecare componenta a gradientului trebuie sa fie nuld pentru
optimalitate, obtinem ca:

E{z(n —k)eg(n)} =0, Vn.
unde eg(n) se refera la eroarea filtrului cand filtrul opereaza optimal.
e Ecuatia anterioara se mai numeste si principiul de ortogonalitate.

e Astfel se afirma ca in caz optimal eroarea dintre iesire si raspunsul dorit
este necorelat cu orice esantion de intrare folosit Tn calculul iesirii.

e Principiul de ortogonalitate ne ofera astfel conditii necesare pentru optim.
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e Este usor de aratat ca pentru un filtru care opereaza in conditii optimale
eroarea este de asemenea ortogonala pe iesirea filtrului:

EA{yo(n — k)eg(n)} =0, Vn.

e Valoarea lui .J pentru care filtrul este optimal este J,in = Ele3(n)].
eo(n) = d(n) —yo(n) d(n)=yo(n) + eo(n)

E[d*(n)] = 04 = Elys(n) — e5(n) + 2e0(n)yo(n)].
Dar deoarece ey(n) si yo(n) sunt ortogonale, rezulta:

2 2

deci:

2 2

10
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e Vom arata acum cum se determina parametrii filtrului optimal.

e Principiul de ortogonalitate afirma ca FE {x(n — k)eg(n)} = 0.

e Eroarea optimald poate fi exprimata (ho(¢) indica parametrii filtrului
optimal):

eo(n) = d(n) — 'Z ho(i)z(n — ©)

1=—00

e Substituind aceasta relatie in ecuatia anterioara, avem ca:

E{ z(n—k) d(n)—.z ho(i)z(n —1i)| p =

1—=00

11
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'Z ho(i)Elz(n — k)x(n —i)] = Elz(n — k)d(n)].

1=—00

Dar:
Elx(n — k)x(n —1)] = ry(k — 1);

Elx(n —k)d(n)] = ryq(k).
Rezulta ca obtinem:

‘Z ho(i)res(k — i) = rea(k), VE. (1)

1=—00

e Ecuatia anterioara se numeste ecuatia Wiener-Hopf discreta in timp si
rezolvarea ei ne da coeficientii h(7) optimali.

e Se observa ca este o ecuatie implicita.

12
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Filtrul Wiener IIR necauzal

e VVom caracteriza Tn domeniul z filtrul Wiener |IR si necauzal, adica
coeficientii h(7) pot lua orice valori Tn ecuatiile Wiener-Hopf (1).

e Vom calcula solutia acestei ecuatii in domeniul z: H(2)P,.(2) = Pra(2).

e Filtrul Wiener este caracterizat de:

e Dac3d densitdtile spectrale P,4(z) si P..(2) nu sunt cunoscute, ele pot fi
estimate din datele masurate.

e Deoarece deocamdata nu exista nici o constrangere temporala asupra
coeficientilor filtrului, solutia poate fi si necauzala.

13



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

e Cand H(z) este solutia Wiener, eroarea medie patratica este minima:

Jmin = E[(d(n) — y(n))?] = E[d*(n)] — 2E[d(n)y(n)] + Ely*(n)]
Jmin = 0 + ryy(0) — 27qy (0).

e Aceasta expresie poate fi evaluata cu inversa transformatei in z:

1
Jmin = 03 + o C[Pyy(z) — 2P, (2)]z 1dz. (2)

e Deoarece y(n) este generata prin filtrarea lui z(n) prin H(z), rezulta c3
avem:

Pyy(2) = H(2)Pas(2);  Pyy(z) = H(2)H(27") Pra(2).

14
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Astfel ecuatia (2) devine:

Join = 0%+ QL H(z YPou(2) — Pr()|H(2)2z2dz  (3)
T) Jc

si poate fi utilizata ca sa calculam eroarea medie patratica produsa de
filtrarea Wiener.
Interpretarea filtrarii Wiener

e Vom considera acelasi sistem de comunicatie (fig. 2), unde vom presupune

c3 v(n) este un zgomot alb de medie nul3 cu putere o2 si necorelat cu
semnalul transmis d(n).

Pra(2) = C(27 ") Paa(2) + Pau(2)

15
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e Deoarece d(n) si v(n) sunt necorelate, avem:

Poi(2) = C(z Y Pa(2);  Pra(z) = C(2)C(27 1) Pya(2) + 07

v

e Astfel filtrul Wiener este caracterizat de:

- Pu(z) C(z Y Pya(2)
H(z) = P..(2)  C(2)0(z7 1) Pyy(2) + 02

e In cazul limit§ 02 = 0, avem c3:

adica filtrul Wiener actioneaza ca si filtrul invers al canalului de
comunicatie C'(z).

16
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Filtrul Wiener actioneaza ca si un eliminator corelat.

Principiul de ortogonalitate: iesirea y(n) a filtrului Wiener este produs3
de semnalul x(n) rezultdnd o eroare e(n) care este necorelata cu x(n).

Din e(n)

= d( ) —y(n) si e(n) este necorelat cu x(n) < intercorelatia
dintre e(n) si x

x(n) a fost eliminata prin extragerea lui y(n).

y(n) este un estimator optimal al partii din d(n) care este corelata cu

In consecintd, daci z(n) = z1(n) + z2(n), unde z1(n) si d(n) sunt

necorelate, filtrul Wiener va actiona la fel ca si cand z(n) = x1(n).

Aceasta proprietate a filtrului Wiener este importanta in aplicatii precum
eliminarea zgomotului sau a ecoulul.

17
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Filtre Wiener IIR cauzale (cu prealbire)
e S3 consideram acum solutia cauzala a problemei Wiener de filtrare

e Putem utiliza teorema de factorizare spectrala pentru a simplifica
problema de filtrare Wiener cauzala.

e Acest procedeu se numeste prealbire.
Factorizdm P,.(z) = 02B(z)B(z™ 1)
B(z) este un sistem cauzal si de fazd minima

e In acest scop, modelSm procesul stochastic x(n) ca si iesirea filtrului
B(z) excitat de un proces zgomot alb u(n).

e Problema de estimare a lui d(n) n functie de secventa zgomot alb u(n)

18



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

z(n)

H(z)— Y

a) Problema initial3: aflarea lui H(2) astfel incat E{[d(n) — y(n)]*} s fie
minima.

b) Factorizdm P,,(z) = 02B(z)B(z™1).

Figura 4: Filtrarea Wiener cu prealbire i’
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e Functia de transfer peste intreg sistemul, de la u(n) la y(n) este

e Daca gasim o functie cauzala F'(z), atunci putem considera filtrul Wiener

ca fiind:
F(z)

B(z)
care va fi la randul sau cauzal deoarece B(z) este cauzal, de fazd minima.

H(z) =

e Rescriem ecuatiile Wiener-Hopf pentru secventa pondere f(n):
> f@)raulk — i) = rua(k), Yk > 0,
i=0

unde suma este extinsa doar pentru indicii pozitivi, F'(z) fiind presupus
cauzal.

20
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e Dacd u(n) este alb, atunci r,(k —7) = d(k — i) si ecuatia Wiener-Hopf
se reduce la:
rua(k) = f(k),

care ne d3 secventa pondere a lui F'(2):

f(k) = rya(k),Vk > 0.

e VVom calcula acum functia de transfer F'(z) ca si o transformatd n z:

F(z) = Z f(n)z™" = Zrud(n)fz_nv

adica suma peste partea cauzala a lui P,4(z), notata [P,4(2)].. Rezultd
ca:
F(z) = [Pua(2)]+-

21



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

e Relatia dintre P,4(z) si P,q(z) ? Dar Po4(z) = X(271)D(2)

e Din F(z) = [Pyq(2)], filtrul F'(z) este dat de:

F) = [Puae)ls = | oo :

B(z—1)

e Astfel solutia problemei de filtrare Wiener cauzala este data de:

HE) = 503 | e .

22
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e Deoarece B(z) este de faza minima, solutia H(z) va fi stabilda daca
partea cauzalad a lui P.4(z) este stabila.

e Acest lucru este valabil Tn orice problema de interes.
e In acest fel am rezolvat problema cauzala a filtrarii Wiener.

e Singura dificultate reald consta in determinarea partii cauzale a functiei
de transfer.

e In mod obisnuit putem utiliza teorema reziduurilor pe un contur de
integrare.

23
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Filtre FIR Wiener

e Filtrul Wiener este constrans sa aiba o secventa pondere de lungime V.
e Cea mai populara structura

e Fie deci H(z) functia de sistem a unui filtru transversal cu N derivatii,
caracterizat de secventa pondere:

h = [ho, h1,...,hn_1]".
Ecuatia Wiener-Hopf afirma ca:

N-1
Z hoiTex(n — 1) =1Tzq(n), n=0,1,... N —1
i=0

24
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e Sunt doar N derivatii si numai cele mai recente N esantioane sunt
utilizate Tn optimizare.

1. Vectorul de intrare (cele mai recente N esantioane):

x(n) = [z(n),z(n —1),....,x(n — N + 1)]*;

2. Matricea de autocorelatie a vectorului x(k):

25
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3. Vectorul intercorelatie dintre intrare si semnalul dorit:

de<0)
p=Exd=|

roa(N — 1)

Astfel ecuatia Wiener-Hopf poate fi scrisa sub forma matriciala Rh = p,
iar solutia optimald devine hg = R~ !p.

e lesirea filtrului transversal se poate scrie sub forma unei relatii matriciale:
w7
Y(n) =h X(n)v

lar eroarea va fi:
e(n) = d(n) —h'x(n).

26
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e S-a folosit urmatorul index de performanta pentru filtrul Wiener:

care se poate scrie sub forma:

J(h) = E[e*(n)] = 05—h' E[x(n)d(n)]—E[x' (n)d(n)lh+h’ E[x(n)x’ (n)]h.

e Utilizand descrierile matriciale anterioare avem:

J =03 —2h'p+h'Rh. (4)

e Valoarea minim3 se obtine pentru h = h,, unde h, = R~ !p.

e Substituind aceasta solutie, se obtine J,i, = afl — th.

27
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e Ecuatia anterioard patratica (4) descrie un paraboloid.

e Este important ca aceasta functie de performanta are un minim global la
h = h, si nu mai are nici un alt minim local.

e Rezulta ca avem o singura solutie la problema de filtrare Wiener,
proprietate care nu este valabila Tn cazul filtrarii Wiener |IR.

e Uneori este mai convenabil din punct de vedere geometric sa scriem
functia de performanta sub o forma cuadratica in h, adica:

J(h) = Jyuin + (h —h,)'R(h — hy).

e R este matrice de autocorelatie = descompunerea’! R = QAQY

LPrin QH notam conjugata hermitica QH = (QT)*, adica conjugata transpusei matricei Q.

28
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e () este matrice ortogonala, avand coloanele egale cu vectorii proprii ai
lui R si A este matricea diagonala corespunzatoare valorilor proprii \;:

A = diag(Aq, A2, ..., AN)
Avem deci ca:

J = Jmin + (h — ho)TQAQH(h — ho)

e Aceasta ecuatie ne permite o reprezentare simpla a suprafetei de eroare
descrisa de o forma cuadratica.

e Sa executam o transformare in spatiul ponderilor astfel:

1. Prima data translatam originea la vectorul optimal h,;

29
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2. Facem o schimbare de baza unde noua baza sunt vectorii proprii ai
matricei functiei de autocorelatie R. Avem transformarea afina:

h = Qz + h,.

e Deoarece matricea QQ este ortogonala, rezulta ca:

N
=Q"(h—h,), J=Junt+2z Az="Jun+ > \iul®
1=1

e Minimul este chiar in origine la z = 0 in spatiul transformat.

e Sectiunile paraboloidului prin plane vor fi elipse, eventual cercuri cand
toate \; sunt egale.

30
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Metoda celei mai rapide descresteri a gradientului

e Este o metoda iterativa de cautare a solutiei optime Wiener Tn care ne
miscam pe suprafata de performanta in directia negativa a gradientului.

e Metoda presupune cunoasterea completa a matricelor R si p si de aceea
nu poate fi utilizata atunci cand nu se cunosc statisticile semnalelor.

e Cunoasterea acestei metode ne furnizeaza un model de baza pentru
cativa algoritmi adaptivi des utilizati.

e In general algoritmii rezultati se bazeaza pe aproximatii ale statisticilor
semnalului care pot fi calculate din datele disponibile.

e |n functie de efortul computational, Tn general se doreste sa imbunatatim
aproximatia, si astfel calitatea rezultatelor va varia de la caz la caz.

31
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e Revenim la configuratiile anterioare
Singura diferenta: vectorul h(n) este variant n timp

h(n) = [ho(n), hi(n),...,hy—1(n)]*

e In continuare iesirea filtrului adaptiv este y(n) = h”x(n). Eroarea va fi:

e Obiectivul nostru este sa determinam un algoritm care sa actualizeze
ponderile variabile ale vectorului h(n) astfel incat sa se apropie de solutia

Wiener h,.
e Reamintim ca h, satisface ecuatia Wiener-Hopf Rh, = p unde

R = E[x(n)x' (n)], p = Eld(n)x(n)].

32
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e Ponderea optima minimizeaza eroarea medie patratica:
J = E[e*(k)] = 02 — 2h"p + h"Rh.
si avem Jyin = 02 —hlp.
e In acest fel, eroarea medie patratica este acum o functie de n:
J(n) = o2 — 2h' (n)p + h’ (n)Rh(n)

si dorim ca:
lim h(n) =h,, lim J(n)

n—oo n—oo

Jmin-

e Principiul care sta la baza metodei celei mai rapide descresteri este sa
incepem de la o pondere initiala h(0) la care este asociatd eroarea medie
patraticd corespunzatoare J|h(0)].

33



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

e Apoi ponderile sunt actualizate intr-o astfel de maniera care face ca
eroarea medie patratica sa se miste in directia celei mai mici descresteri
a suprafetei de performanta.

e Directia este determinata prin gradientul negativ al suprafetei de
performanta J(h).

e Ponderile sunt actualizate prin (factorul £ din motive matematice):

1 0J
h(n+1)=h(n) — §,an, unde V,, = 5’hEZ§'

Gradientul este:
V.= —2p+ 2Rh(n)
astfel Tncat ecuatia de iteratie a gradientului devine:

h(n+1) = (I - pR)h(n) + up

34
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e Ecuatie matriciala cu diferente de ordinul |, a carei comportare este
controlata de parametrul y, numit si pasul algoritmului.

e Daca tinem seama ca Rh, = p, atunci avem:

h(n+1) = (I - gR)h(n) + uRh,.

e Extragind h, din ambii termeni, vom avea:

h(n +1) —h, = (I - pR)(h(n) —h,). (5)

e S3 reamintim ca matricea de autocorelatie are descompunerea R =
QAQ!, unde A este o matrice reals, diagonal3 si Q satisface egalitatea

Q'Q=QQ" =1

35
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e Cu descompunerea lui R, ecuatia (5) devine:
h(n+ 1) — h, = (I — JQAQ™)[h(n) — b,

Q"h(n+1) —h,) = (I—pA)Q"[h(n) — hy).

e Expresiile din ambii termeni seam3n3 cu z = Q¥ (h — h,). Fie:
z(n) = Q”[h(n) — h,] sau z(n + 1) = [I — uA]z(n),
care ne da punctul optim z = 0.

e Convergenta algoritmului este garantatd daca z(n) converge spre zero.
e Rezultd cd avem: h(n) = [I — pR|"[h(0) — h,] + h,.

36
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e Revenim la ecuatia anterioara in z, care pe fiecare axa devine:

z2mm4+1)=(1—pu\n)zm(n), m=1,2,..., N,

Sau

zm(n) = (1 — pAm)"2m(0),
unde z,,(0) sunt coordonatele initiale.

e Este clar cd z,,(n) vor converge catre zero dacd |1 — u\,,| < 1 sau

0 < <2
H by

e Marginea este data de cea mai mare valoare proprie:

2

0<pu<

AIl’laX

37
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e Deci daca u satisface conditia anterioara, atunci algoritmul converge
indiferent de conditia initiala.

e Problema care ramane: viteza cu care se apropie de origine.

e Daca toate valorile proprii ale lui R sunt aproximativ egale, atunci este
posibil sa gasim o valoare 1 care sa forteze cantitatea 1 — uA,, suficient
de mica pentru orice m.

e Astfel algoritmul poate sa convearga tot asa de repede ca si cantitatea
(1 — puAp,)", adica foarte rapid.

e Daca valorile proprii ale lui R sunt imprastiate situatia este mai dificila.
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Algoritmul LMS

Algoritmul LMS (Least Mean Square) este unul dintre cei mai simpli
algoritmi adaptivi stochastici de gradient.

Exista multe variante de algoritmi derivati din LMS.

Structura de filtru pentru algoritmul LMS de baza este filtrul transversal
cu ponderi h(n) variabile Tn timp.

Procesul stochastic de intrare este x(n) si raspunsul dorit este d(n).

lesirea filtrului transversal este dat3 de y(n) = h’(n)x(n), unde x(n)
este vectorul de intrare continand cele mai recente IV esantioane.
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e Eroarea dintre iesire si raspunsul dorit este:

e(n) = d(n) — y(n) = d(n) — h" (n)x(n).

e Scopul algoritmului LMS este de a actualiza iterativ ponderile h(n) astfel
incit s3 minimizeze criteriul de performant3 J = E[e?(n)].

e Reamintim ca algoritmul de gradient utilizeaza recursia:
1
h(n+1) = h(n) — awn.

A

e Algoritmul LMS va fi descris de recursia (V, este numit gradient
stochastic, adica o aproximatie a gradientului algoritmului adevarat V,,):

h(n+1) = h(n) — %m (6)
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e Reamintim ca gradientul algoritmul adevarat este dat de:

o]
= — —2Rh — 2p.
Vi = Shin) Rh—2p

e Dac3 facem aproximatiile grosiere: R ~ x(n)x!(n) si p =~ d(n)x(n),
adica de fapt ignoram operatorii statistici de expectatie, atunci gradientul
stocastic este dat de:

V. = 2[x(n)xT (n)h(n) — 2d(n)x(n)].

e Atunci ecuatia (6) devine recursia LMS:

h(n +1) = h(n) — plx(n)xT (n)h(n) — d(n)x(n)].
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e Aceasta ultima ecuatie poate avea si o alta formulare.

e Pentru aceasta reamintim c3 e(n) = d(n) — h’(n)x(n), caz in care
recursia anterioara poate fi scrisa sub forma consacrata:

h(n+1) =h(n) + pe(n)x(n).
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Convergenta algoritmului LMS

e Algoritm adaptiv: este necesar sa examinam proprietatile de convergenta.

e De dorit ca LMS sa convearga catre solutia Wiener = vectorul pondere
optim care minimizeaza valoarea medie patratica a semnalului eroare.

e Este relativ usor de aratat convergenta Tn medie a algoritmului LMS.

e Aplicand expectatia Tn ambele parti ale ecuatiei anterioare obtinem:

Elh(n +1)] = E[h(n)] — pE[x(n)x" (n)h(n)] + E[d(n)x(n)].

e O presupunere des utilizata si care o vom aplica Tn acest moment este ca
ponderile h(n) si vectorul de intrare x(n) sunt independente.
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e Aceasta presupunere este justificatd oarecum prin faptul cd h(n) este
determinat numai de x(n — 1), x(n — 2), ... Ecuatia anterioara devine:

Elh(n+1)] = Elh(n)] — pEx(n)x" (n)]E[h(n)] + Eld(n)x(n)].
Astfel obtinem:

Elh(n +1)] = [I - uR]E[h(n)] + pp.

e Relatie recursiva de aceeasi forma ca si cea pentru algoritmul celei mai
rapide descresteri; acolo s-a aratat ca va converge catre h, daca:

O0<u<

)
)\max

unde \,,.. €ste cea mai mare valoare proprie a matricii de corelatie R.
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e Concluzionam ca si LMS va converge in medie catre h,, daca aceleasi
conditii sunt satisfacute, adica:

lim F[h(n)] = h,,

n—oo

daca:
2
0<p<——.

AIIIELX

e Pentru o aproximare a lui @, reamintim ca suma valorilor proprii a unei
matrici este egala cu urma sa.

e Deoarece toate valorile proprii ale lui R sunt pozitive, rezulta ca avem:

Amax < tr(R) = N7(0) = No?

x®
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e Practic o margine pentru u care garanteaza convergenta in medie este:

2
No?’

0<pu<

e Convergenta in medie este doar un prim pas in examinarea comportarii
algoritmului LMS.

e Din h(n) converge in medie la h, nu garanteazd ca algoritmul LMS
converge intr-adevar (varianta sa poate diverge).

e Eroarea medie patratica este o functie cuadratica de h(n)

e Din faptul ca h(n) converge in medie catre h,, nu se garanteaza ca J
converge catre Jmin.
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e Pentru a rezolva aceasta chestiune se scrie gradientul stochastic ca o
suma dintre adevaratul gradient si un termen zgomotos N(n), adica:

A

V=V, +N(n)=2Rh(n) —2p + N(n).

e Algoritmul LMS devine astfel:

h(n+1) =h(n) — uRh(n) + up — %,uN(n).

e Vom folosi din nou descompunerea R = QAQY ca s3 definim
schimbarea de coordonate z(n) = Q*[h(n) — h,], care este echivalent3
cu h(n) = Qz(n) + h,, si recursia LMS devine:

Qz(n +1) + hy = Qa(n) + hy — uR[Qz(n) + o] + jp — uN(n).
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e Daca colectam termenii dupa z si tinem cont ca Rh, = p, obtinem:

1

Qa(n +1) = [T - yRQJa(n) — ZuN(n)

sau dac3 Tnmultim ambii termeni cu Q¥ rezults:

2(n + 1) = [L - pAJz(n) - SQ"N(n). (7)

e Ecuatia anteriocara descrie evolutia vectorului ponderilor Tn spatiul
vectorial al ponderilor, unde vectorul optim h, corespunde originii.

e Precizam ca am aratat deja convergenta in medie a lui h,, ceea ce
Tnsemnd c3d z(n) converge Tn medie catre zero.
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e Pentru a demonstra ca si covarianta lui h(n) este marginita, vom arata
c3 lim,, o E[z(n)z! (n)] < M, unde majorantul M trebuie determinat.

e Ecuatia (7) in z(n) reprezintd o ecuatie de stare intr-un sistem N-
dimensional, unde IN(n) este zgomotul de intrare N-dimensional.

e S3 amintim un rezultat din stationaritatea asimptotica a sistemului cu
variabile de stare:

Teorema 1.  Fie sistemul: x(n + 1) = Ax(n) + Bu(n) si presupunand
ca matricea A este stabild si ca u(n) este un zgomot alb de intrare cu
medie zero si matrice de corelatie ) |, atunci x(n) este stationar asimptoticd
cu medie zero si matrice de corelatie IC, unde IC este solutia unei ecuatii
matriciale Lyapunov:

K=AKAT + BZBT.
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e In cazul nostru A =1— yA si B = —%QH.

o 1 este deja ales 0 < u < %max astfel Tncat sa se garanteze convergenta
n medie, deci matricea I — A este stabila.

e In plus presupunem ca vectorul zgomot N(n) este alb, o presupunere
standard pentru o astfel de analiza.

e Astfel z(n) va fi asimptotic stationar cu medie zero si matrice de corelatie:

unde K este solutia ecuatiei:

€= (1- pA)K(I - uh) + QUENMNTm]Q. (8)
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e Trebuie s3 aflam o expresie pentru matricea de corelatie a lui N(n).

e Presupunem ca algoritmul este foarte aproape de convergenta :

A

Vn=V,+N(n).

e Deoarece suntem aproape de solutia optimala, atunci V,, = 0 si astfel
avem ca N(n) ~ V,,. Dar:

V. = 2[x(n)xT(n)h(n) — 2d(n)x(n)],
Vo = 2x(n)[x" (n)h(n) — d(n)] = —2¢(n)x(n),
N(n) =~ —2e(n)x(n)
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e Matricea de autocorelatie a lui N(n) este data de

E[N(n)N(n)] ~ 4E[e%(n)x(n)xT (n)].

e Principiul de ortogonalitate (la convergentd): Ele(n)x(n)] = 0.

e Avem nevoie de inca o aproximatie data de teorema de factorizare a
momentelor gaussiene, care spune ca daca x1, x2, T3, T4 sunt esantioane
ale unor procese gaussiene de medie zero, atunci:

Elrixorsry| = Elrixs|Elrsry| + Elrixs|Elxoxy] + Elrix4| Flaoxs).

e Deci sa presupunem ca e(n) si x(n) sunt gaussiene si aplicind teorema
anterioara plus principiul de ortogonalitate, avem:

E[N(n)N"(n)] ~ 4E[e*(n)] E[x(n)x" (n)].
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Din nou, fiindc3 ne afldm aproape de convergentd avem E[e?(n)] ~ Juin
si astfel ecuatia anterioard devine E[N(n)N*(n)] ~ 4 i R.

Astfel am obtinut o expresie pentru matricea de corelatie a zgomotului.
Ecuatia matriciald (8) devine K = (I — pA)K(I— pA) + 12 Jnin Q7P RQ.
Deoarece Q¥RQ = A, rdmane K = (I — pA)K(I — pA) + p?JminA.
Solutia acestei ecuatii nu este evidenta.

Reamintim c3 K = lim,,_,o, E[z(n)z! (n)]

Rezulta ca elementele diagonale ale lui K ne dau varianta elementelor

obtinute din ponderile transformate z;, adic3 k;; = lim,, oo F[27(n)].
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e Deoarece toate matricile din ecuatia Lyapunov sunt diagonale, scriem
direct ecuatiile pentru elementele £;;:

kis = (1 — i) ?kis + 2 Tmin .

,quin

2—,u)\z-

e Pentru p mic, varianta lui z; poate fi facutd oricat de mica: ki; ~ 5Jmin.

e Examinam acum comportarea erorii medii patratice.
Eroarea medie patratica in exces este definita ca si distanta medie de la
eroarea medie patratica la Jin.

N
J = Jin + 2" Az = Jpin + Y Niz}
=1

1=
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N N
E[J — Jmin] = ZE[Zf] = Z ik
i=1 i=1

Ai

E[J Jmln] _,UJmmE:2 ,u)\

e Pentru p mic devine:

N
Jmin JminN
E[J — Join] = & SN N = pto,
1=1

e Prin urmare eroarea medie patratica in exces este proportionala cu u

e Acest fapt este in contradictie cu viteza de convergenta Th medie.
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e Pentru valori mari ale pasului vom avea o viteza ridicata de convergenta
Tn comparatie cu un pas mic. Dezavantajul in acest caz este o eroare
medie Tn exces mare.

e Reciproca e valabila. Astfel obtinem problema clasica a LMS-ului.

e Dezadaptarea (misadjustment) M este definita ca si raportul dintre
eroarea n exces Si Jmin.

A

1=1

si care pentru u mic poate fi aproximat prin:
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Modificari ale algoritmului LMS

e Au fost propuse imbunatatiri ale algoritmului LMS

Normalised LMS (NLMS) - alegerea unui pas universal
Leaky LMS - evitarea singularitatii matricei de autocorelatie
Block LMS - eficientiza LMS

Sign LMS - simplifica LMS

Variable Step-Size LMS - compromis viteza - dezadaptare

ok

Algoritmul NLMS

e Dificultatile in proiectarea si implementarea LMS: selectarea pasului

2

)\ma:n

e Procese stationare: algoritmul converge Tn medie daca 0 < u <
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e Converge Tn medie patratica daca 0 < pu < —trfR)

e R este in general necunoscuta
Amaz SaU R trebuie estimate pentru a folosi majorantii anteriori

e Pentru procese stationare: tr(R) = NE{|z(n)|*}

2

VS S NE(e(m))

o E{|z(n)|?} este puterea procesului z(n); estimatd prin

N

Ble(m)?} = 1 3 la(n — K)P
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e Acest estimator utilizeaza doar acele valori disponibile in memoria filtrului
transversal, deci nu necesita memorie in plus

e Estimatorul anterior sugereaza urmatoarea margine a pasului care sa
asigure convergenta Tn medie patratica

0<pu<

e O cale convenabild de a incorpora aceasta margine in filtrul adaptiv LMS
este de a utiliza un pas variabil in domeniul timp

R
K = T () ~ x|

e [ = pas normalizat
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e Rezult3d algoritmul Normalised LMS (NLMS)

B

(7

h(n+1) =h(n) + )||2e(n)x(n)

e Efectul normalizarii prin ||x(n)||* este s3 altereze modulul, dar nu schimb3

directia estimata a vectorului gradient
e Algoritmul LMS converge Tn medie patratica daca 0 < 8 < 2
e Corectia aplicata vectorului h(n) este proportionala cu vectorul x(n).

e Atunci cand x(n) este mare, algoritmul LMS Tntdmpind probleme cu
amplificarea gradientului zgomotos

2 amplificarea zgomotului este diminuata

e Normalizand pasul prin ||x(n)]
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e Apare o problem3 similard atunci cand ||x(n)||* este prea mic

e Se modificd NLMS astfel (e > 0)

B
€+ ||x

h(n+1) =h(n) + (n)||26(n)x(n)

e NLMS necesits calcule aditionale pentru evaluarea termenului ||x(n)||?
e Calcul recursiv ||x(n + 1)|]? = ||x(n)||* + |z(n + 1)]* — |z(n — N)|?

e Necesita in plus 2 operatii de ridicare la patrat, o adunare si o scadere
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Algoritmul Leaky LMS

e Daca procesul de intrare are o matrice de autocorelatie cu valori proprii
zero, filtrul adaptiv LMS are unul sau mai multe moduri de oscilatie care
nu pot fi controlate si atenuate.

e Daca )\, =0, atunci (1 — \,;,)"™ nu poate descreste spre zero

e Deoarece aceste moduri pot fi instabile, este important sa stabilizam
filtrul adaptiv LMS fortand aceste moduri la zero

e O solutie consta in introducerea unui coeficient de pierdere sau de
dispersie v (Leakage)
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e Rezultd algoritmul Leakage LMS (0 < v < 1)

h(n+ 1) = (1 - py)h(n) + pe(n)x(n)

e Efectul coeficientului leakage este

1. de a forta coeficientii filtrului adaptiv catre zero, daca eroarea sau
intrarea devin zero
2. de a forta orice mod de oscilatie neatenuat catre zero

e Rescriem recurenta Leakage LMS pentru studiul convergentei
h(n +1) = [I - pu{x"x(n) +~I}]h(n) + pd(n)x(n)

Eh(n+1)]=[1—- pu(R+~I)]h(n) + prg,
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Ecuatia recursiva de la Leakage LMS este identica cu cea de la la LMS,
daca R se inlocuieste cu R + ~1

Echivalent, coeficientul leakage inseamna un zgomot alb adaugat la
z(n)

Apare un coeficient v pe diagonala principala a matricei de autocorelatie
Valorile proprii ale lui R 4+ ~I sunt A, + 7y

Cum A, > 0. nici unul dintre nodurile algoritmului Leaky LMS nu vor
ramane neatenuate

Conditiile pentru pasul algoritmului Leaky LMS

2

O< u<
K Amax T 7
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e (-) Pentru procese stationare, regimul stationar va fi polarizat (deplasat)

e Dacd h(n) converge in medie, atunci

lim E[h(n)] = [R + 1] 'rg,

n—oo

e Coeficientul leakage introduce o polarizare a solutiei de regim stationar

e Algoritmul Leaky LMS poate fi obtinut minimizand functia de cost

JLearyms(n) = le(n)|* + 7[[h(n)|[*
vJLeakyLl\/[S(n) — _e(n)x(n) -+ ’yh(n)
h(n+1)=h(n) — ,LLVJLeakyLMS(n) = h(n) — pyh(n) + pe(n)x(n)
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Algoritmul Block LMS

e Reducerea efortului de calcul (comunicatii de viteza)

e Block LMS este identic cu LMS, exceptand faptul ca actualizarea
coeficientilor se face la fiecare bloc cu L esantioane

e Intre actualizari, coeficientii filtrului adaptiv sunt mentinuti constanti

e Pentru fiecare valoare n care apartine unui bloc, iesirea filtrului y(n) si
eroarea e(n) se calculeaza utilizdnd coeficientii filtrului din acel bloc

e La sfarsitul blocului, coeficientii sunt actualizati utilizdnd o medie a celor
L estimari de gradient din blocul respectiv
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e Ecuatiile de adaptare ale coeficientilor din blocul &k sunt

L-1

1

h%+m):}%L+¢ﬁi§:e“iw%DXle%D
[=0

y(kL +1)=h? x(kL+1), 1=0,1,...,L—1

e(kL +1) =d(kL +1) —y(kL +1), l=0,1,...,L —1

e y(kL +1) fiind convolutie, se prefera utilizarea FFT
Algoritmii Sign LMS

e Se aplica operatorul signum ori la eroarea e(n), ori la datele de intrare
x(n), ori la amindoua

e Algoritmul Sign-Error LMS h(n + 1) = h(n) + usgnle(n)|x(n)
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Sign-Error LMS = cuantizor cu doua nivel aplicat asupra erorii
Simplificare 1o = 27! translatiile Tnlocuiesc multiplicarile

Utilizeaza un estimator zgomotos al gradientului
Se modifica modulul corectiei, nu altereaza directia

Echivalent cu un LMS cu pas invers proportional cu modulul erorii

Sign-Error LMS minimizeaza functia de cost Js_g rms = |e(n))

dle(n)] Oe(n)

m = sgn[e(n)]m = sgnle(n)|z(n —m)

VJs_E Lums = sgnle(n)]x(n)
Algoritmul Sign-Error LMS = LMAS (Least Mean Absolute Value)
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e Algoritmul Sign-Data LMS h(n + 1) = h(n) 4+ ule(n)]sgn[x(n)]

hi(n + 1) = hm(n) + pe(n)sgn(z,(n)]

e Algoritmul Sign-Data LMS altereaza directia vectorului gradient
Sign-Data LMS mai putin robust, spre deosebire de Sign-Error LMS
Sunt seturi de date care converg cu LMS, dar diverg cu Sign-Data LMS

e sgnr = x/|r|] = Sign-Data LMS normalizeaza individual fiecare
coeficient din vectorul gradient

ho(n 4+ 1) = hyp(n) +

e Algoritmul Sign-Data LMS = LMS cu pas variabil Tn timp, diferit pentru
flecare coeficient din vectorul gradient
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e Algoritmul Sign-Sign: se cuantizeaza atat eroarea, cat si data

hum(n +1) = hm(n) 4 psgnle(n)|sgnfz(n)]

e Coeficientii h,,(n) sunt adaptati adaugand sau scazand o constantd p

e Pentru stabilitate, se introduce un termen /eakage in ecuatia de
actualizare a ponderilor

h(n+1) = (1 — py)h(n) + psgnle(n)|sgnx(n)

e Sign-Sign Data este mai lent convergent decat LMS
Sign-Sign Data are eroare in exces mai mare decat LMS

e Sign-Sign Data este simplu de implementat, popular, adoptat de CCITT
ca standard ADPCM
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Variable Step-Size LMS

e Selectarea pasului p n algoritmul LMS este un compromis dintre viteza
de convergenta, eroarea medie patratica in exces si abilitatea filtrului de
a urmari in timp semnalele ce-si modifica statistica

e Ideal ar fi (Gear-shifting):

1. Cand adaptarea incepe si h(n) este departe de solutia optima, pasul
(4 ar trebui sa fie mare pentru a misca vectorul pondere spre solutia
optima

2. Odata ce filtrul converge Tn medie catre solutia stationara, pasul
trebuie sa scada pentru a reduce eroarea medie Tn exces

e Utilizam un pas variabil; trebuie respectat un set de reguli
eroare minima Tn exces + tracking
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e Algoritmul Variable Step-Size (Harris, Chabries and Bishop)

hn (0 + 1) = hin(n) + pm(n)e(n)z(n —m)

e Pasii 1,,(n) sunt ajustati independent pentru fiecare coeficient

e Se actualizeaz3 in functie de viteza cu care gradientul estimat Ve?(n) =
—2e(n)xz(n —m) isi schimba semnul

e Semnul lui Ve?(n) se schimb3 des cand ne aflim aproape de optim
Dacd semnul lui Ve?(n) nu se schimb3 des, suntem departe de optim

e In primul caz descrestem p,,(n) cu o constanta
In al doilea caz crestem p,,(n) cu o constanta
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e Pentru a asigura convergenta in medie a algoritmului Variable-Step Size

Hmin S ,um(n) S Hmax

e Algoritmul Variable-Step Size (Kwong-Johnston)
Acelasi pas pentru toate ponderile (a = 0.97, v = 48 - 107°)

h(n+1) = h( ) + p(n)e(n)x(n)
,LL(?”L + 1) = Ck,LL( ) + e ( )5 Hmin < :u(n) < Hmax

e Algoritmul Variable-Step Size (Aboulnasr-Mayyas) (5 = 0.99)

h(n +1) = h(n) + u(n)e(n)x(n)
p(n) = Bp(n —1) + (1 — Be(n)e(n — 1)
p(n+1) = ap(n) +vp*(n);  fimin < (1) < fmax
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Introducere RLS

e Metoda de filtrare RLS (Recursive Least Squares) este o metoda distincta

e Filtrarile adaptive bazate pe filtrul Wiener erau interesate Tn minimizarea
dupa criteriul erorii mediei patratice, care era dependent de statisticile
semnalelor relevante Tn aplicatie.

e Metoda RLS de filtrare adaptiva este interesata mai degraba Tn aflarea
unei solutii exacte la problema de minimizare, care este independenta de
statisticile semnalelor.

e RLS este o generalizare a metodei de estimare a celor mai mici patrate.

e Problema standard a celor mai mici patrate consta in aflarea vectorului de
regresie multipla care minimizeaza suma patratelor erorilor dintre iesirea
modelului de regresie multipla si raspunsul dorit.
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e Obiectivul celor mai mici patrate recursive este sa includem Th mod
secvential mai multe observatii si sa actualizam modelul regresiilor
multiple Tntr-un mod recursiv, adica fara a rezolva explicit ecuatiile
normale de fiecare data cand o noua observatie este adaugata.

e RLS poseda avantaje distincte Tn comparatie cu LMS cu privire la viteza
de convergenta si dezadaptare (misadjustment).

e Revers: cresterea complexitatii calculelor. LMS are o complexitate de
aproximativ N multiplicari pe ponderea actualizata (N=ordinul filtrului).
Tehnicile directe RLS au o complexitate proportionald cu N2.

e Un fapt pozitiv este ca sunt disponibili algoritmi rapizi RLS care pot
fi folositi la implementarea RLS cu o complexitate de ordin N. Acesti
algoritmii sunt senzitivi la erorile aritmetice si alegerea conditiilor initiale.
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Metoda celor mai mici patrate

e Problema liniara LS este:

1. Avem un numdr de L observatii {x(n)} si o alta colectie de L
raspunsuri dorite {d(n)}. Observatiile {x(n)} sunt intrarile, iar
raspunsurile dorite {d(n)} se considera iesiri.

2. Presupunem, de asemenea ca exista o relatie liniara Tntre intrari si
iesiri, adicd d(n) poate fi scris:

N—-1

d(n) = > ho(k)x(n — k) + eo(n)

k=0

unde N este ordinul modelului si e,(n) este un termen eroare.
3. Scopul metodei LS consta Tn estimarea parametrilor h,(n) ai modelului,
date fiind observatiile {x(n)} si raspunsul dorit {d(n)}.
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e Metoda celor mai mici patrate (Least Squares - LS) este un echivalent
deterministic al filtrarii Wiener.

e in timp ce filtrarea Wiener era bazata pe medieri pe ansamblu a
semnalelor stochastice stationare in sens larg, metoda LS utilizeaza
medieri Tn timp si vor rezulta diferite filtre optime pentru fiecare realizare
a procesului stochastic.

e Pentru problema LS observatiile {x(n)} sunt privite ca si date cunoscute,
iar erorile {e,(n)} pot fi considerate ca erori de masurare care masoara
discrepanta dintre iesirea modelului si raspunsul dorit.

e O presupunere standard a metodei LS este ca eroarea este un zgomot
alb, de medie nuld Ele,(n)] =0, Ele,(n)e,(m)] = 025(n — m).
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N-1
e Deoarece valorile z(n) sunt cunoscute = E[d(n)] = ho(k)x(n — k).
k=0

e S3 consideram acum ca avem filtrul transversal de ordinul N si avand
ponderile h(k), atunci iesirea si eroarea vor fi

y(n) = 3 h(k)a(n—k), e(n) = d(n)—y(n) = d(n)— " h(k)z(n—k)

e Reamintim ca incercam sa estimam niste parametrii de model ipotetici
ho(n) dintre intrare si raspunsul dorit.

e In alte cuvinte noi am dori sa determinam un set fix de parametri de
model care sa explice raspunsurile dorite pentru toti indicii de timp peste
care observatiile sunt facute.
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e Obiectivul metodei LS va fi deci determinarea h,(n) care minimizeaza
suma patratelor erorilor.

e |n consecintd parametrii h,(n) sunt ficsi si noi vrem sa minimizam indexul

de performanta LS:
Ny

Jus(h) = ) €*(n)

n=DNg

e S3 observam ca indicii N, si Ny nu au fost inca specificati.
e Alegerea diferita indicilor N, si Ny, = criterii de performanta diferite.

e Dacad masuratorile disponibile sunt z(1),x(2),...,z(L), atunci ponderile
filtrului transversal sunt acoperite pentru prima data cand n = N.
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e In consecinta, minimizand Jys(h) cu N, < N, am avea nevoie de
presupuneri suplimentare (in mod obisnuit considerdnd nule datele
respective) despre secventa z(n) inainte ca masuratorile sa fie disponibile.

e Similar pentru n = L: ponderile filtrelor vor fi pentru ultima data
acoperite cu date masurate. Minimizand Jys(h) cu N, > L va necesita
de asemenea presupuneri care trebuie facute asupra valorilor {z(n)}.

e Prin urmare cel mai convenabil este sa consideram N, = N si N, = L,
astfel ca vom avea urmatorul criteriu de performanta

L

Jus(h) = ) ~e?(n)

n=N

care nu ne solicita sa facem nici un fel de presupunere asupra datelor
Tnainte de momentul n =1 si dupa n = L.
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Solutia problemel LS
e Vectorul de intrare in filtru x(n) = [z(n),z(n —1),...,2(n — N +1)]*

e Vectorul ponderilor este h = [1(0), h(1),...,h(N — 1)]
o lesirea filtrului transversal este y(n) = h'x(n) = x''(n)h
e Eroarea va fi e(n) = d(n) — y(n) = d(n) — hix(n)

e Indexul de performanta este

L

Jrs(h) = Z [d(n) — h'x(n)]?

n=N

unde Jyg(h) indicad acum dependenta explicita a indexului de performant3
de ponderile h.
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e Reamintim ca h este constant pe intervalul de minimizare.

L L

Jus(h) = ) d*(n) —2h"p + h’'Rh
n=N

e Trecem la minimizarea lui Jpg(h), adica sa rezolvam ecuatia
V(Jus(h)) = 0, unde

V(Jis() = “a)

— —2p + 2Rh
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e Valoarea optimala a lui h se obtine rezolvand sistemul de ecuatii Rh = p
L
— Jmin — Z d2(n> T hTf)
n=N

e Sa notam similaritatea acestei solutii cu problema de filtrare Wiener

e Cantitatile corespund acum mediilor Tn timp, spre deosebire de filtrarea
Wiener cand au corespuns mediilor in ansamblu.
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Principiul ortogonalitatii pentru filtre LS

e Solutia problemei liniare LS are cateva proprietati care sunt similare
proprietatilor de ortogonalitate pentru filtre Wiener.

e Sa Tncepem prin ortogonalitatea iesirii si a vectorilor de eroare.

e S3 reamintim c3 pentru filtrul optimizat in LS sens, avem y’'e = 0, adic3

e Aceasta suma poate fi considerata ca si o mediere Tn timp a intercorelatiei
dintre seriile de timp {e(n)} si {y(n)} si ne spune ca atunci cand filtrul
LS este optimizat, iesirea si eroarea sunt ortogonale.
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e Vom considera produsul matrice-vector X'e = X1 Qd.

Q — 11— X(XTX)_1XT — XTQ — XT o XTX(XTX)_le — 0

e XTe = 0: Versiunea scalar3 a acestei ecuatil este

L
Ze(n)x(n—k), k=0,1,...,N —1
n=N

e Pentru k fix, ecuatia reprezinta o medie in timp a intercorelatiei dintre
secventa de eroare si derivatia a k-a a filtrului.

e Astfel, atunci cand filtrul este optimizat Tn LS sens, seria de timp a
erorilor {e(n)} si cea de a k-a derivatie a filtrului {z(n — k)} sunt
ortogonale pentru £k =0,1,..., N — 1.
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Proprietatile solutiei LS

e Ne Tntoarcem la ecuatiile normale pentru problema LS.
e S3 reamintim c3 avem sistemul de ecuatii X/ Xh = X”'d.

e Daci X'X este inversabili, atunci solutia este data de h =
(XTX)_lXTd.

e Matricea X*'X poate fi exprimat3 ca si
L
XTX =" x(n)x"(n)
n=N

e Prin urmare X7 X este o medie temporal3 a matricei de autocorelatie
pentru seria de timp {z(n)}.
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e X'X este simetric3 si pozitiv semidefinit3.

e Dacd {x(n)} este stationara in sens larg, atunci pentru valori mari L
avem

X"X =) x(n)x"(n)~(L-N+1R

e In mod similar, dac3 considerim vectorul X*'d avem

X'd =" d(n)z(n)

care este 0 medie temporald a intercorelatiei dintre d(n) si x(n).

87



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

e Astfel dacd {x(n)} si {d(n)} sunt mixt stationare Tn sens larg

X'd~(1—-N+1)p

e Prin urmare, pentru serii temporale stationare in sens larg si L mare
avem h ~ R~ !p, care corespunde solutiei Wiener.

e S3 examinam proprietatile statistice ale solutiei LS h

e Initial s-a presupus ca modelul pentru raspunsul dorit este

N—-1

d(n) =Y ho(k)x(n — k) + eo(n)

k=0
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e Utilizdnd notatii vectoriale, aceasta poate fi exprimat d = y, + e =
Xh, + e,

e Am arjtat c3 solutia LS este h = (X?X)~1X1d.

e Urmeazi cd h = (X?X)"1X?Xh, + (X?X)"'X'e, si deci h = h, +
(XTX)"1XTe,.

e Presupunerea facuta era ca seria de timp {e,(n)} este de medie nula.
Astfel E[h] = h, ceea ce Tnseamnd c3 estimarea LS este o estimare
nedeplasata a lui h,.

e S3a calculdam covarianta estimatorului LS. Avem:

covlh] = E[(h — h,)(h — h,)'] = E[(X*X) 'X'e,el X(X*X) ]
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covlh] = X' X) 7' X" Ele,e] | X (X" X)™!

e Deoarece presupunem c3d seria de timp a erorilor {e,(n)} este alba cu

variant3 o2, avem Ele,el] = 0?1, ceea ce ne di covlh] = o?(X?TX)~1.

e Astfel am aratat ca estimarea LS este nedeplasata si are o matrice de
covarianti dati de 0?(X?X)™!, unde 0% este puterea procesului de
eroare.

e O proprietate importanta a estimarii LS este aceea ca ne da cel mai bun
estimator liniar si nedeplasat a vectorului h,,.

e Daca producem un alt estimator de forma h = Ed care este nedeplasat,
acest estimator va avea o matrice de covarianta care satisface cov|h| >

cov|h].
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Problema recursiva LS. Solutia recursiva a ecuatiei
normale LS

e Problema recursiva LS este o extensie a problemei LS studiatd anterior

e Problema recursiva LS:
La momentul de timp n, avem observatiile z(1),xz(2),...x2(n) si
raspunsurile dorite d(1),d(2),...d(n)
Presupunem ca vectorul pondere care rezolva problema LS pentru aceste
observatii a fost calculat
Obtinem o masuratoare noud x(n + 1) si un raspuns nou dorit d(n + 1)
Vrem sa actualizam solutia anterioara LS utilizdnd noile date, fara a
recalcula solutia LS cu toate datele, de la Tnceput

e Filtrul transversal are N derivatii h(k) = [ho(k), h1(k),..., hn_1(k)]*
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Intrarea filtrului transversal x(n) = [z(n),z(n —1),...,2(n — N + 1)]

R3spunsul dorit la momentul n este d(n), iar eroarea dintre iesirea filtrului
si raspunsul dorit este

e(n) = d(n) —h' (k)x(n) = d(n) — x*'(n)h(k)

Folosim doi indecsi: k - pentru indexul ponderilor; n - pentru intrare si
raspuns dorit

Obiectivul RLS: la fiecare moment k£ de timp, dorim sa realizam un fel
de regresii multiple ale intrarii si ale raspunsului dorit, pana la momentul
de timp k

h(k) este dependent de x(n) si d(n), unden=1,2,... k
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e Determinam vectorii h(k) care minimizeaza indexul de performanta

E(k) =) w""e*(n)

e weR, 0<W <1 = forgetting factor = factor de uitare
w ne permite sa ponderam cele mai recente erori (aproape de timpul

k) mult mai puternic decat erorile mai departate Avantajos cand filtrul
lucreaza Tntr-un mediu unde statisticile semnalelor variaza n timp

k
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k k

Eq(k) = w* "d*(n); p(k) =) w "d(n)x(n);

R(k) =) w* "x(n)x"(n)

e F,(k) - energia ponderata a raspunsului dorit
p(k) - estimator de intercorelatie; R(k) - estimator de autocorelatie

E(k) = Eq(k) — 2h" (k)p(k) — h' (k)R (k)h(k)

e Minimizam E(k) setand gradientul zero

VE(k) = gﬁ—((/f)) — —2p(k) + 2R(k)h(k)
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e VE(k) = 0 = R(k)h(k) = p(k) = h(k) = R71(k)p(k)= solutia
ecuatiei normale LS

e Cand vectorul pondere h(k) = R !(k)p(k), energia erorii este
minimizata
Ein(k) = Eq(k) — hT(k)P(k)
Solutia recursiva a ecuatiei normale LS
e Exprimam R(k) si p(k) direct din definitii
R(k) = wR(k — 1) + x(k)x' (k); pk) =wp(k — 1) + d(k)x(k)
e Dorim s3 aflim o expresie pentru R™1(k) in functie de R™1(k —1) astfel

Tncat ecuatia normala sa poata fi rezolvata la fiecare pas, fara a trebui
sa inversam R(k) de fiecare data
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e Lema de inversare a matricei: Presupunem ¢ A = B~! + CDC".
Atunci A~ =B -BC(D + C'BC)"'C’B

e Substitutii Tn lema de inversare a matricei:
A=R(k), B'=wR(k—-1), C=x(k), D=I

D w 'R (k — Dx(k)x" (k)R (k — 1)
RER) =w Rk = 1) = = = T R-1(k — 1)x(k)

e Ecuatia (9) ne arata cum inversa lui R la momentul &k poate fi calculata
din inversa lui R la momentul & —1

e Avem nevoie de o valoare initiald R™71(0) de la care s3 pornim ecuatia
recursivy; se alege R™1(0) = oI
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e Introducem vectorul castig de adaptare g(k)

Rk Dx(k)
8k = o T Rk — (k)

e (9) &R k) =w 'Rk —1) —w 'gk)xT ()R~ (k — 1)
g(k) = w ' RTH(k = 1) — g(k)x" (k)R™H(k — 1)]x(k)

g(k) = R (k)x(k) (10)

Actualizarea ponderilor vectorului

e Dorim recurenta pentru calculul lui h(k) Tn functie de h(k — 1)
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h(k) = R '(k)p(k);  p(k) = wp(k — 1) +d(k)x(k)
h(k) = wR(k)p(k — 1)—
g(k)x" (F)R™(k — 1)p(k — 1) + R~ (k)x(k)d(k)

h(k) =h(k — 1) + g(k)[d(k) — h" (k — 1)x(k)]

o a(k) =d(k) —h?(k — 1)x(k) = eroare de estimare a priori
Ne da eroarea dintre raspunsul dorit si iesirea filtrului transversal Tnainte
ca ponderea s3 fie actualizatd de la h(k — 1) la h(k)

a(k) =d(k) —h''(k— Dx(k) = h(k) =h(k — 1) + g(k)a(k)

e Dupa ce vectorul ponderilor este actualizat, eroarea de estimare a
posteriori poate fi calculata prin e(k) = d(k) — h(k)x(k)
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Actualizarea energiei erorii

e Dorim recursia pentru calculul lui E(k) in functie de E(k—1). Reamintim

k k
E(k)=> w*"e*(n); Eq(k) =) w" "d*(n)
E(k) = Eq(k) — p" (k)h(k)
Eq(k) = wEq(k — 1) + d*(k)

p(k) = wp(k — 1) + d(k)x(k)
h(k) =h(k —1) + g(k)a(k)
a(k) = eroare de estimare a priori; g(k) = vectorul castig de adaptare

E(k) = wEq(k — 1) + d*(k) — wp” (k — 1)h(k — 1) — wp’ (k — 1)g(k)a(k)
—d(k)x" (k)h(k — 1) — d(k)x" (k)g(k)a(k)
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e Din
Eqk—1)—pl(k—1h(k-1)=Ek —1);
d(k) — xT(K)h(k — 1) = a(k) =

o e(k) = d(k) — hT(k)x(k) = eroarea de estimare a posteriori

E(k) = wE(k — 1) + a(k)e(k)
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Algoritmul RLS. Performate RLS. Comparatie cu LMS

e Algoritmul RLS poate fi descris astfel

k=0: R71(0) =0 I
Vk > 1: Fiind date x(k), d(k) se calculeaza

g(k) = — +xT(k)R-1(k — 1)x(k)

a(k) =d(k) —h?(k - 1)x(k)
h(k) = h(k — 1) + g(k)a(k
R Yk)=w R k—-1)—glk)x!(k
e(k) = d(k) — hT'(k)x(k)
E(k) = wE(k — 1) + a(k)e(k)

)
JR™(k - 1)]
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e Pentru fiecare k, exprimam secventa eroare de estimare a priori

a(1) d(1) (1 0 0 .. 0

oz(.2) d(2) :1:(2) :U(l) O O

oz(:N) = d(%\f) - :1:(%\[) :c(N:— 1) :1:(:1)
Cak) | | dk) | | e zk—1) . . w(k— N+ 1)

X[ho(k) hl(k) e hN_l(k)]T

e La fiecare k, ponderile h;(k) sunt calculate pentru minimizarea sumei
patratelor erorilor
Daca £ < N, erorile pot fi identic zero, sistemul de ecuatii fiind este
subdeterminat. Incepand cu £ = N + 1 sistemul de ecuatii devine
supradeterminat si procedura LS poate incepe
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e Analiza algoritmului RLS pentru estimarea parametrilor LS
e Presupunem c3 r3spunsul dorit este d(k) = hlx(k)

e h!l' = vectorul ponderilor (exact); e,(k) = secventa eroare de misurare,
de medie zero, proces alb si necorelat cu masuratorile x(k)

e Solutia RLS la problema de estimare este h(k) = R~ (k)p(k)
k k
R(k) =) w* "x(n)x"(n) Z k=1 d(n)x(n)
(k) [Z X(n)eo(n)]
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e Aplicam expectatia, utilizand presupunerile despre secventa de eroare.

e F[h(k)] = h, = RLS produce un estimator nedeplasat al vectorului h,
Nu utilizam matricea exacta R(k), deoarece avem initializarea R(0) = L.

e Se poate ardta ca Tn acest caz avem un estimator asimptotic deplasat

1
Eh(k)] =h, + ER_lho

e La valori mari k, diferenta nu este importanta

e Vectorul diferenta Ah(k) = h(k) — h,
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o Covarianta Ah(k) este dat3 de E[Ah(k)(Ah(k)1)] =

R~ (k)E ZZ Tt Ix(n)x! (f)eo(n)eo(f) | RTH(E)

e {e,(n)} zgomot alb, cu putere o2

E[Ah(k)(Ah(k)T) Z 2(k=m)x (n)xT (n)| R™'(k)

w=1= E[Ah(k)(Ah(k)))] = *R Y KR (E)R(k) = c’R (k)
e Eroarea de estimare a priori
a(k) =d(k) —h''(k — Dx(k) = eo(k) — x(k)Ah(k — 1)
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2

e {e,(n)} zgomot alb, cu putere o

Ela?(k)] = o?4+x' (k)E[Ah(k)(Ah(k)D)x(k) = o?4+x' (F) R (k—1)x(k)

e Presupuneri suplimentare: dacd {x(n)} este WSS, media in timp a
matricei de autocorelatie este aproximativ egala cu media pe ansamblu a

autocorelatiei R(k) ~ kR; R71(k) ~ (1/k)R~!
e tr(scalar) = scalar: x1' (k)R (k — 1)x(k) = tr[xT (k)R (k — 1)x(k)]

tr(AB) = tr(BA) = tr[x’ (k)R ' (k—1)x(k)] = tr[R™ (k—1)x’ (k)x(k)]

106



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

e Fr(k) = media reziduald medie = media pe ansamblu peste toate
realizarile {z(n)}

k — k— 00

Er(k) =0 + o tr(I) = [1 + i] = lim Eg(k) =0

e RLS cuw=1:

1. Eroarea minim3 MSE pentru estimarea parametrilor = o?;

2. Dezadaptare = 0;
3. Convergenta MSE independenta de imprastierea valorilor proprii

1 —
w# 1= R(k Zw X (n) ~ “Rr

Er(k)=0* |1+ N -

1 —w 1+w].

R — lim ER(k):02[1+N-—

k— o0
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E _ _
R(OO> Emln — N . 1
Emin 1 + w

e Dezadaptare (misadjustment) M =

e w = factor de uitare (forgetting factor); urmareste statisticile semnalelor

e Pentru k> 1, h(k) — h,, cu o constanta de timp = 1%

w

e Pentru w = 1 vom avea constanta mare de timp si dezadaptare mica

e Daca statisticile semnalelor variaza in timp, avem nevoie de o constanta
de timp mic3 care s3 urmareasca statisticile semnalului (tracking)
= w \, = Dezadaptarea creste cu 1 —w

e Initializare RLS:  § > 0,0102, z(—N

= w N6
r(—N+1) =x(— N—|—2)— = z(0) = 0.
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Comparatie RLS cu LMS

e Convergenta la RLS =~ un ordin de marime mai rapida decat LMS

e Spre deosebire de LMS, convergenta la RLS nu depinde de Tmprastierea
valorilor proprii ale semnalului de la intrare

e RLS este superior LMS la convergenta si adaptare
e La RLS efortul de calcul este mult mai mare ca la LMS

e Trebuie analizat compromisul dintre complexitatea de calcul si
performantele filtrarii adaptive

109



