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Metode de estimare spectrală

• In practică noi suntem mai mult interesaţi de probleme de estimare
spectrală care constau ı̂n estimarea spectrului de putere a unui proces
stochastic printr-un număr finit de măsurători dintr-o singură realizare a
procesului.

• Numărul finit de măsurători este o limitare majoră pentru calitatea
estimării spectrale.

• Pentru semnale staţionare, un număr mai mare de măsurători dau un
estimator mai bun.

• Pentru semnale nestaţionare, nu putem selecta un număr mare şi arbitrar
de măsurători pentru estimarea spectrului.
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• Pentru semnale nestaţionare lungimea segmentului de date este dat de
viteza variaţiei ı̂n timp a statisticilor semnalului.

• In general se preferă un număr de măsurători cât mai mic, dar care să
permită aflarea caracteristicilor spectrale.

• Există două tipuri de estimări spectrale clasice: metode parametrice şi
tehnici neparametrice. Există tehnici prin evaluarea valorilor proprii.

• Tehnicile neparametrice nu fac nici o presupunere despre modelul
procesului şi ı̂n locul modelului accentul se pune pe măsurătoare. Aceste
tehnici se comportă de obicei mai slab decât cele parametrice.

• Tehnicile parametrice presupun existenţa unui model (MA, AR sau
ARMA) pentru procesul respectiv şi estimarea spectrală constă ı̂n
obţinerea parametrilor de model.
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Tehnici neparametrice

• Există două tipuri clasice de analiză spectrală:

1. Directă:
x(n) ⇒ X(f) ⇒ |X(f)|2

2. Indirectă:
x(n) ⇒ rxx(n) ⇒ |X(f)|2

• Număr finit de măsurători x(n), n = 0, 1, . . . , N − 1

• Ferestruirea x̂(n) = x(n)w(n);

• Dispersia spectrului (Leakage);
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• Discretizarea spectrului
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Periodograma

• Media ı̂n timp a autocorelaţiei (r̃xx(m) = r̃xx(−m)) ne poate da Pxx(ω)

r̃xx(m) =
1

N − |m|

N−|m|−1
∑

n=0

x(n)x(n+m)

E [r̃xx(m)] =
1

N − |m|

N−|m|−1
∑

n=0

E[x(n)x(n+m)] = rxx(m)

• r̃xx(m) estimator nedeplasat al rxx(m)

• Dacă
∑

m∈Z
|rxx(m)|2 < ∞, atunci limN→∞ var[r̃xx(m)] = 0

r̃xx(m) estimator consistent al rxx(m)
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• m ր N , N ≫ 1, date puţine, estimatorul r̃xx(m) are varianţă mare

• Se introduce estimatorul deplasat cu |m|rxx(m)/N , cu varianţă mai mică

r̂xx(m) =
1

N

N−|m|−1
∑

n=0

x(n)x(n+m); E[r̂xx(m)] =
N − |m|

N
rxx(m)

• r̂xx(m) - asimptotic nedeplasat: limN→∞E[r̂xx(m)] = rxx(m); varianţa
sa ց 0 când N → ∞ ⇒ r̂xx(m) estimator consistent al rxx(m)
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• r̂xx(m) este utilizat ı̂n analiza spectrală

P̂xx(ω) =
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= Periodograma (Schuster)
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• Media periodogramei

E[P̂xx(ω)] =

N−1∑

m=−(N−1)

wB(m)
︷ ︸︸ ︷(

1−
|m|

N

)

rxx(m)e−jωm =
1

2π

∫ π

−π

Pxx(λ)WB(ω−λ)dλ

• Spectrul astfel estimat este un estimator asimptotic nedeplasat

lim
N→∞

E





N−1∑

m=−(N−1)

r̂xx(m)e−jωn



 = Pxx(ω)
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• Varianţa nu descreşte spre zero când N → ∞ = estimator inconsistent

var[P̂xx(ω)] = P 2
xx(ω)

[

1 +

(
sinωN

N sinω

)2
]

;

lim
N→∞

var[P̂xx(ω)] = Pxx(ω).

• Periodograma se poate calcula cu DFT. Dacă x(n) are lungime N
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, k = 0, 1, . . . , N − 1

10



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

• Periodograma se poate ı̂mbunătăţi prin adăugarea de zerouri

P̂xx(2π
k

L
) =
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, k = 0, 1, . . . , L− 1
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Medierea periodogramei - Bartlett

• Divizăm secvenţa de lungime N ı̂n K blocuri de lungime M ; N = KM

• Secvenţa de intrare devine xi(n) = x(n+ iM); i = 0, 1, . . . ,K−1=bloc,
n = 0, 1, . . . ,M − 1=index in bloc

• Pentru fiecare bloc de lungime M vom calcula periodograma

P̂ (i)
xx (ω) =

1

M

∣
∣
∣
∣
∣
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x(n)e−jωn
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∣
∣
∣
∣

2

, i = 0, 1, . . . ,K − 1
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• Facem media celor K periodograme ⇒ Estimarea spectrală Bartlett

PB
xx(ω) =

1

K

K−1∑

i=0

P̂ (i)
xx (ω)

• Media statistică a periodogramei Bartlett = media unei periodograme

E[PB
xx(ω)] =

1

K
E

[
K−1∑

i=0

P̂ (i)
xx (ω)

]

= E[P̂ (i)
xx (ω)] =

M−1∑

m=−(M−1)

(

1−
|m|

M

)

rxx(m)e−jωm =
1

2π

∫ π

−π

Pxx(λ)WB(ω − λ)dλ
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• Rezoluţia ı̂n frecvenţă şi varianţa estimării spectrale se reduc de K ori

wB(m) =

{
1− |m|/M, |m| ≤ M − 1;

0, |m| > M − 1;

WB(ω) =
1

M

(
sin(Mω/2)

sin(ω/2)

)2

var[PB
xx(ω)] =

1

K2
var

K−1∑

i=0

[

varP̂ (i)
xx (ω)

]

=
1

K
P 2
xx(ω)

[

1 +

(
sinMω

M sinω

)2
]
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Medierea periodogramei modificate - Welch

• Se modifică metoda Bartlett permiţând blocurilor să se suprapună, iar
ferestruirea se aplică ı̂nainte de calculul periodogramei

• Blocurile de date sunt xi(n) = x(n + iD), n = 0, 1, . . . ,M − 1, i =
0, 1, . . . , L− 1
iD = punctul de start al blocului i

• Dacă D = M , segmentele nu se suprapun; numărul L de blocuri de date
este acelaşi cu numărul K din metode Bartlett

• Dacă D = M/2, avem 50% suprapunere ı̂ntre două blocuri de date
succesive; se obţin L = 2K blocuri de lungime M sau K blocuri de
lungime 2M
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• U= factor de normalizare= puterea ferestrei w(n) U =
1

M

M−1∑

n=0

w2(n)

• Periodograma modificată

P̃ (i)
xx (ω) =

1

MU

∣
∣
∣
∣
∣
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n=0

x(n)w(n)e−jωn

∣
∣
∣
∣
∣

2

, i = 0, L− 1

• Estimatorul spectral Welch PW
xx(ω) =

1

L

L−1∑

i=0

P̃ (i)
xx (ω) are media

E[PW
xx (ω)]
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E[PW
xx (ω)] =

1

L
E

[
L−1∑

i=0

P̃ (i)
xx (ω)

]

= E[P̃ (i)
xx (ω)] =

1

MU

M−1∑

n=0

M−1∑

m=0

w(n)w(m)rxx(n−m)e−jω(n−m) =
1

2π

∫ π

−π

Pxx(λ)WW (ω − λ)dλ

WW (ω) =
1

MU

∣
∣
∣
∣
∣

M−1∑

n=0

w(n)e−jωn

∣
∣
∣
∣
∣

2

;

∫ 2π

−2π

WW (ω)dω = 2π

• Varianţa estimatorului Welch

var[PW
xx(ω)] =

1

L2

L−1∑

i=0

L−1∑

j=0

E[P̃ (i)
xx (ω)P̃

(j)
xx (ω)]− {E[PW

xx (ω)]}
2
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• Blocuri fără suprapuneri: var[PW
xx(ω)] ≈

1

L
P 2
xx(ω)

• Blocuri cu 50% suprapuneri: var[PW
xx(ω)] ≈

9

8L
P 2
xx(ω)

• Se pot utiliza şi alte ferestre ı̂n loc de Bartlett

• Se modifică mai mult varianţa

• Suprapunerile pot fi mai mari de 50%
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Netezirea periodogramei - Blackman-Tukey

• Se aplică transformata Fourier asupra autocorelaţiei anterior ferestruită

• Estimarea r̃xx(m) are varianţă mare pentru m → N

• Estimatorul Blackman-Tukey (fereastra w(n), simetrică, lungime 2M−1)

PBT
xx (ω) =

M−1∑

m=−(M−1)

r̃xx(m)w(m)e−jωn =
1

2π

∫ π

−π

P̂xx(λ)W (ω−λ)dλ

P̂xx(ω)= periodograma;

• W (ω) ≥ 0 (⇐ PBT
xx (ω) ≥ 0); ferestrele Hamming, Hanning nu satisfac

această condiţie
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• Lungimea ferestrei satisface M ≪ N pentru o netezire suplimentară a
periodogramei

E[PBT
xx (ω)] =

1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

P̂xx(θ)WB(λ− θ)W (ω − λ)dλdθ

E[PBT
xx (ω)] ≈

1

2π

∫ π

−π

P̂xx(θ)W (ω − θ)dθ

var[PBT
xx (ω)] = E{[PBT

xx (ω)]2} − {E[PBT
xx (ω)]}2 = . . .

≈
1

2πN

∫ π

−π

P 2
xx(λ)W

2(ω − λ)dλ ≈ P 2
xx(ω)




1

N

M−1∑

m=−(M−1)

w2(n)





• S-a folosit că procesul aleator este gaussian
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Comparaţie
Factor de calitate: T= P(Periodograma), B(Bartlett), W(Welch), BT
(Blackman-Tukey)

QT =
{E[PT

xx(ω)]}
2

var[PT
xx(ω)]

• QP = 1; QB = 1, 11N∆f ; QW = 1, 39N∆f (suprapunere 50%,
fereastră triunghiulară), QBT = 2, 34∆f (∆f= rezoluţia ı̂n frecvenţă)
Aparent metoda Welch - cea mai costisitoare, Bartlett - cea mai eficientă
Diferenţe mici ı̂ntre cele trei metode

Metoda Bartlett Welch Blackman-Tukey

Lungime FFT 0,9
∆f

1,28
∆f

1,28
∆f

Număr FFT-uri 1, 11N∆f 1, 56N∆f 1, 56N∆f

Complexitate de calcul N log2
1,28
∆f

N log2
5,12
∆f

N log2
1,28
∆f
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Tehnici parametrice

• O importantă clasă de procese stochastice pot fi reprezentate printr-un
model de tip funcţie raţională.

• Un proces stochastic poate fi generat dintr-un semnal zgomot alb aplicat
la intrarea unui sistem descris printr-o funcţie de transfer raţională.

• Aceste procese apar des ı̂n practică şi modelul funcţiilor raţionale este
utilizat ca şi reprezentare aproximativă pentru aplicaţii.

• Problema cheie este care dintre cele trei modele (MA, AR sau ARMA)
este mai bun pentru o situaţie dată.
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• În general intrarea şi ieşirea sunt legate prin

x(n) = −

N∑

k=1

akx(n− k) +

M∑

n=0

bku(n− k)

u(n) este secvenţa zgomot alb de medie zero şi putere σ2
u.

• Acesta este un model autoregresiv şi cu medie alunecătoare (ARMA -
Autoregressive and Moving Average).

• Parametrii autoregresivi ak; parametrii de medie alunecătoare bk

• Ne vom referi la un proces ARMA(M ,N). Funcţia de sistem

H(z) =
B(z)

A(z)
=

b0 + b1z
−1 + · · ·+ bMz−M

1 + a1z−1 + · · ·+ aNz−N
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• Rădăcinile lui A(z) sunt ı̂n interiorul cercului unitate; H(z) este stabil şi
cauzal

• Această presupunere ne asigură că secvenţa de ieşire x(n) este WSS

• Teorema Wiener-Hincin Pxx(z) = H(z)H(z−1)Puu(z); Puu(z) = σ2
u.

Pxx(z) = σ2
u

B(z)B(z−1)

A(z)A(z−1)
; Pxx(ω) = σ2

u

|B(ω)|2

|A(ω)|2

• Presupunem că ambele polinoame (numitor şi numărător) au coeficientul
dominant 1, un câştig arbitrar poate fi absorbit ı̂n puterea de zgomot σ2

u

• SistemulH(z) care este utilizat la generarea procesului ARMA se numeşte
filtru de sinteză
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• Semnalul zgomot alb de intrare poate fi recuperat dintr-un proces ARMA
{x(n)} dacă acesta se aplică la intrarea unui filtru H−1(z)

• Filtrul invers H−1(z) se numeşte filtru ARMA de analiză

• Dacă se renunţă la partea autoregresivă a filtrului (a0 = 1, ai = 0,
i = 1, N) se obţine modelul de medie alunecătoare MA(M):

x(n) = u(n) +
M∑

k=1

bku(n− k)

• Funcţia de sistem care generează procesul MA(M) este

H(z) = B(z) = 1 +
M∑

k=1

bkz
−k

25



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

• Densitatea spectrală de putere Pxx(z) = σ2
uB(z)B(z−1)

• Spectrul de putere este dat de Pxx(ω) = σ2
u|B(ω)|2

• B(z) = filtru de sinteză al procesului MA; filtru numai cu zerouri

• Zgomotul alb de intrare poate fi recuperat din seria de timp {x(n)} dacă
acesta se aplică la intrarea unui filtru B−1(z). B−1(z) = filtru de analiză

• Dacă renunţăm la partea de medie alunecătoare a modelului ARMA
(̂ınseamnă că toţi coeficenţii bi sunt zero exceptând b0 = 1), atunci
obţinem cu un proces autoregresiv AR(N):

x(n) = −
N∑

k=1

akx(n− k) + u(n)

26



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

• Funcţia de sistem care generează procesul AR(N):

H(z) =
1

A(z)
=

1

1 + a1z−1 + a2z−2 + · · ·+ aNz−N

• Densitatea spectrală de putere

Pxx(z) =
σ2
u

A(z)A(z−1)

• Spectrul de putere este dat de

Pxx(ω) =
σ2
u

|A(ω)|2
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• A(z) = filtru de sinteză al unui proces AR = filtru numai cu poli

• Semnalul de intrare poate fi recuperat din seria de timp {x(n)} dacă
acesta se aplică la intrarea unui filtru A−1(z). A−1(z) = filtru de analiză

• Putem face câteva observaţii calitative relativ la spectrul de putere al
semnalelor ARMA, AR si MA.

• Deoarece modelul MA este produs de un filtru numai cu zerouri, spectrul
MA este capabil să realizeze rejectii ı̂n frecvenţă când zerourile sunt lângă
cercul unitate

• Similar, modelele AR pot obţine vârfuri ascuţite la frecvenţe corespunzând
polilor de lângă cercul unitate

• Modelul ARMA poate avea rejecţii şi vârfuri ascuţite.
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• Amintim că atât teorema de descompunere a lui Wold, cât şi teorema
Kolmogorov-Szego dau relaţii importante ı̂ntre diferite modele de funcţii
de transfer raţionale.

• Astfel teorema de descompunere a lui Wold afirmă că un proces AR sau
ARMA poate fi reprezentat printr-un model MA de ordin posibil infinit.

• Teorema Kolmogorov-Szego sugerează că un proces MA sau ARMA
poate fi reprezentat de un model AR de ordin posibil infinit.

• Aceste rezultate sunt importante deoarece ne permit să obţinem o
aproximare (bună) chiar dacă am ales un model greşit.

• Astfel dacă ı̂ncercăm să modelăm un proces ARMA(M ,N) cu un model
AR, rezultatele pot fi acceptabile dacă un ordin suficient de mare este
ales pentru modelul AR.
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• Pentru a arăta relaţiile dintre coeficienţii unui proces ARMA(M ,N) şi al
unui AR(∞), fie G(z) numărătorul polinomului de la modelul AR(∞)

1

G(z)
=

B(z)

A(z)
⇒ G(z)B(z) = A(z)

• Din inversa transformatei ı̂n z rezultă

M∑

k=0

g(n− k)bk = an

• Dar bk = 0 pentru n < 0 şi pentru n > M , prin urmare

g(n) = −
M∑

k=1

g(n− k)bk + an
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• Deoarece an = 0 pentru n > N , vom avea relaţiile

g(n) =







1, n = 0

−

M∑

k=1

g(n− k)bk + an, 1 ≤ n ≤ N

−

M∑

k=1

g(n− k)bk, n > N

Recurenţa este iniţializată cu g(−1) = g(−2) = . . . = g(−M) = 0.

• Să trecem acum la problema inversă şi să presupunem că avem disponibili
parametrii unui AR(∞) şi dorim să calculăm un model echivalent
ARMA(M ,N). Această chestiune nu este o problemă trivială fiind
de fapt o problemă clasică ı̂n teoria matematică a sistemelor, cunoscută
sub numele de problema de realizabilitate.
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• Dacă totuşi cunoaştem a prioriM şiN , problema se simplifică substanţial.

Din relaţiile anterioare avem pentru n > N : g(n) = −

M∑

k=1

bkg(n− k)

• Înlocuim cu n = N + 1, N + 2, . . . , N +M ; rezultă M ecuaţii care pot
fi rezolvate pentru obţinerea necunoscutelor bk ale procesului MA.

• Sub formă matricială, putem obţine bk din







g(N) g(N − 1) · · · g(N −M + 1)
g(N + 1) g(N) · · · g(N −M + 2)

· · · · · · · · · · · ·
g(N +M − 1) g(N +M − 2) · · · g(N)













b1
b2
...

bM






=

− [g(N + 1) g(N + 2) . . . g(N +M)]
T
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• De asemenea, din relaţiile anterioare avem pentru n = 1, 2, . . . , N

g(n) = −

M∑

k=1

bkg(n− k) + an, n = 1, 2, . . . , N

an = g(n) +

M∑

k=1

bkg(n− k), n = 1, 2, . . . , N

• Sub formă matricială, putem obţine ak astfel







a1
a2
...
aN






=







g(1) 1 0 · · · 0
g(2) g(1) 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·

g(N) g(N − 1) g(N − 2) · · · g(N −M)















1
b1
b2
...

bM








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• Doar primii M + N coeficienţi ai lui G(z) care caracterizezază AR(∞)
sunt necesari pentru calculul A(z) şi B(z)

• Dacă G(z) nu provine dintr-un model ARMA(M,N), atunci G(z) şi
A(z)/B(z) vor coincide doar pentru primii M +N termeni

• Inversând rolurile lui A(z) şi B(z), găsim legătura dintre parametrii unui
sistem MA(∞) cu funcţia de sistem L(z) şi un model ARMA(M,N)

l(n) =







1, n = 0

−

N∑

k=1

l(n− k)ak + bn, 1 ≤ n ≤ M

−
N∑

k=1

l(n− k)ak, n > M
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Legătura dintre model şi autocorelaţie

• Obţinem relaţii dintre secvenţa de autocorelaţie şi parametrii modelelor

• Pentru un model ARMA

Pxx(z) = σ2
u

B(z)B(z−1)

A(z)A(z−1)
⇒

Pxx(z)A(z) = σ2
u

B(z)B(z−1)

A(z−1)
= σ2

uB(z)H(z−1)

Pxx(z) = F{rxx(n)}; H(z−1) = F{h(−n)}

• Din inversa transformatei ı̂n z rezultă

N∑

k=0

akrxx(n− k) = σ2
u

M∑

k=0

bkh(k − n)
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• Deoarece a0 = 1

rxx(n) = −

N∑

k=1

akrxx(n− k) + σ2
u

M∑

k=0

bkh(k − n)

M∑

k=0

bkh(k − n) = b0h(−n) + b1h(1− n) + · · · bMh(M − k)

• H(z) presupus cauzal ⇒ a doua sumă nu are nici o contribuţie la rxx(n)
pentru n > M . Prin urmare

M∑

k=0

bkh(k − n) =
M−n∑

k=0

h(k)bn+k
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rxx(n) =







−

N∑

k=1

akrxx(n− k) + σ2
u

M−n∑

k=0

h(k)bn+k, n = 0, 1, . . . ,M

−

N∑

k=1

akrxx(n− k), n ≥ M + 1

• Parametrii autoregresivi ai modelului ARMA rezultă din

rxx(n) = −

N∑

k=1

akrxx(n− k), n ≥ M + 1

• Avem N ecuaţii cu N necunoscute (n = M + 1,M = 2, . . . ,M +N).
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• Matricial (ecuaţia Yule-Walker extinsă pentru procesul ARMA):







rxx(M) rxx(M − 1) · · · rxx(M −N + 1)
rxx(M + 1) rxx(M) · · · rxx(M −N + 2)

· · · · · · · · · · · ·
rxx(M +N − 1) rxx(M +N − 2) · · · rxx(M)






×

×







a1
a2
...
aN






= −







rxx(M + 1)
rxx(M + 2)

...
rxx(M +N)







• Ecuaţia Yule-Walker ne permite să calculăm parametrii autoregresivi din
secvenţa de autocorelaţie.

• Relaţia pentru parametrii MA este mai dificilă; avem convoluţie ı̂ntre
parametrii MA şi secvenţa pondere ARMA.
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• Proces AR: relaţia autocorelaţie şi parametrii AR ⇐ ARMA cu bk = δ(k)

rxx(n) =







−

N∑

k=1

akrxx(n− k) + σ2
u

M−n∑

k=0

h(k)δ(n+ k), n = 0, 1, . . . ,M

−

N∑

k=1

akrxx(n− k), n ≥ M + 1

• Dar h(k)δ(n+ k) = h(−n) şi h(−n) = 0 pentru n > 0.

rxx(n) =







−

N∑

k=1

akrxx(n− k) + σ2
u, k = 0

−

N∑

k=1

akrxx(n− k), k ≥ 1
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• rxx(n) = rxx(−n) pentru orice proces stochastic real.

• Matricial (Ecuaţia Yule-Walker pentru procese AR)







rxx(0) rxx(1) · · · rxx(M − 1)
rxx(1) rxx(0) · · · rxx(M − 2)
· · · · · · · · · · · ·

rxx(N − 1) rxx(N − 2) · · · rxx(0)













a1
a2
...
aN






= −







rxx(1)
rxx(2)

...
rxx(N)







• Matricea care conţine elementele autocorelaţiei este Toeplitz şi simetrică

• Există un algorithm eficient de inversare a acestei matrici: Levinson-
Durbin O(p2) operaţii

• Primele N +1 elemente ale secvenţei de autocorelaţie determină ı̂n mod
complet spectrul de putere al procesului AR.
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• Odată ce coeficienţii ak sunt calculaţi din rxx(0), rxx(1), . . . , rxx(N),
atunci rxx(n) poate fi calculată pentru |n| > N cu

rxx(n) = −

N∑

k=1

akrxx(n− k) ⇒ Pxx(ω) =

∞∑

n=−∞

rxx(n)e
−jnω

• Din rxx(0) = −

N∑

k=1

akrxx(−k) + σ2
u, se poate calcula puterea semnalului

de intrare zgomot alb prin

σ2
u =

N∑

k=0

akrxx(−k)

unde a0 = 1.
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