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Metode de estimare spectrala

e In practica noi suntem mai mult interesati de probleme de estimare
spectrala care constau Tn estimarea spectrului de putere a unui proces
stochastic printr-un numar finit de masuratori dintr-o singura realizare a
procesului.

e Numarul finit de masuratori este o limitare majora pentru calitatea
estimarii spectrale.

e Pentru semnale stationare, un numar mai mare de masuratori dau un
estimator mai bun.

e Pentru semnale nestationare, nu putem selecta un numar mare si arbitrar
de masuratori pentru estimarea spectrului.
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Pentru semnale nestationare lungimea segmentului de date este dat de
viteza variatiei in timp a statisticilor semnalului.

In general se prefera un numar de masuratori cat mai mic, dar care sa
permita aflarea caracteristicilor spectrale.

Exista doua tipuri de estimari spectrale clasice: metode parametrice si
tehnici neparametrice. Exista tehnici prin evaluarea valorilor proprii.

Tehnicile neparametrice nu fac nici o presupunere despre modelul
procesului si Tn locul modelului accentul se pune pe masuratoare. Aceste
tehnici se comporta de obicei mai slab decat cele parametrice.

Tehnicile parametrice presupun existenta unui model (MA, AR sau
ARMA) pentru procesul respectiv si estimarea spectrald consta in
obtinerea parametrilor de model.
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Tehnici neparametrice

e Exista doua tipuri clasice de analiza spectrala:
1. Directa:
z(n) = X(f) = [X(f)?
2. Indirecta:
z(n) = rea(n) = | X ()
e Numar finit de masuratori z(n), n=0,1,...,N —1

e Ferestruirea (n) = z(n)w(n);

e Dispersia spectrului (Leakage);
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e Discretizarea spectrului

N—1 | 2 N—1 - 2
Poow) = | Y a(m)e | Prylk) = |3 (n)e™5
n=0 n=0
— — 2k
Por(w) = roe(n)e™3%m: Poo(k) = Txx(n)e_j ™
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Periodograma

~

e Media in timp a autocorelatiei (7,.(m) = 7-(—m)) ne poate da P, (w)

N—|m|—-1
1
Foz(m) = N m nz:% z(n)x(n +m)
N—|m|—-1

E[fae(m)] = —— 3 Ela(n)a(n+m)] = rum(m)
N ‘m| n=0

e 7,.(m) estimator nedeplasat al r,,(m)

e Dacd ), ;|raz(m)]? < o0, atunci limy ;o0 var[fe,(m)] = 0

Tz(M) estimator consistent al r,,(m)
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e m /N, N> 1, date putine, estimatorul 7,,(m) are varianta mare

e Se introduce estimatorul deplasat cu |m|r,.(m)/N, cu varianta mai mic3d

Pralm) = = Y. m)r(ntm); Elfpa(m)] =~ ;V|m‘rm(m)

e 7,.(m) - asimptotic nedeplasat: limy_,oo E|7zz(m)] = rz(m); varianta
sa \(0 cand N — oo = 7,,(m) estimator consistent al r,,(m)
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e 7,.(m) este utilizat Tn analiza spectrala

N-1
Pog(w) = Y faa(m)e " =
) m=—(N-—1) )
N-—1 1 N—|m|—1
DI R SR REEE] FEEE
m=—(N—1) i n=0 1
L 2
= — Zw(n)e_jw”
N n=0
2
A 1[Nl

Z z(n)e Iwn

n=0

— Periodograma (Schuster)
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e Media periodogramei

wp(m)
N—-1 -~———
A m 1 7T

e Spectrul astfel estimat este un estimator asimptotic nedeplasat

N—-1

. A —jJwn | __
]\;E}noo E Z Frez(m)e = P (w)
| m=—(N—-1)
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e Varianta nu descreste spre zero cand N — oo = estimator inconsistent

. 2
A sin w/NV
Pypr(w)] = P? 14+ [ ——

warlPro()] = P20) [1+ ()

A

lim var|P,.(w)] = Pz (w).

N — o0

e Periodograma se poate calcula cu DFT. Daca x(n) are lungime N

k 1= k
Pxx(27TN) = Z r(n)e 7*™ 8" | k=0,1,...,N —1

n=0

10
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e Periodograma se poate imbunatati prin adaugarea de zerouri

N-1 ) 2
Pro(2r=) = — | Y a(n)e 77" | k=0,1,...,.L—1

n=0

11
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Medierea periodogramei - Bartlett

e Divizam secventa de lungime N n K blocuri de lungime M; N = KM

e Secventa de intrare devine z;(n) = x(n+iM); i =0,1,..., K —1=bloc,
n=20,1,...,M — 1=index in bloc

e Pentru fiecare bloc de lungime M vom calcula periodograma

6 —Jjwn

i=0,1,.... K—1

Pl (w

Y

12
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e Facem media celor K periodograme = Estimarea spectrala Bartlett
K—
Z o
Txr
i=0

e Media statistica a periodogramei Bartlett = media unei periodograme

BIPE W) = 8 | Y EOw)| = BIPGw) =
Z_ ( — %) Foe(m)e 1M = % _W P AMWpg(w — A)dA

13
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e Rezolutia Tn frecventa si varianta estimarii spectrale se reduc de K ori

L—|m|/M, |m|<M —1;

wp(m) :{ 0. im| > M — 1
1 [sin(Mw/2) ’
Wp(w) = M( sin(w/2) )

K-1

1 Nz 1 sin Mw \ 2
B _ (4) } _ 1 p2
var| P, (w)] o2 var ;:O [Vaer (w) KPm(w) [1 + (Msinw) ]

14
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Medierea periodogramei modificate - Welch

e Se modifica metoda Bartlett permitand blocurilor sa se suprapuna, iar
ferestruirea se aplica Tnainte de calculul periodogramei

e Blocurile de date sunt z;(n) = z(n+:D), n =0,1,..., M -1, i =
0,1,....L—1
1D = punctul de start al blocului ¢

e Daca D = M, segmentele nu se suprapun; numarul L de blocuri de date
este acelasi cu numarul K din metode Bartlett

e Daca D = M/2, avem 50% suprapunere intre doud blocuri de date
succesive; se obtin L = 2K blocuri de lungime M sau K blocuri de
lungime 2M

15
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e U= factor de normalizare= puterea ferestrei w(n) U = i Z w?(n)

e Periodograma modificata

Pl (w i=0,L—1

E : ZC —jwn

e Estimatorul spectral Welch PW ZP(Z media
B[P, (w)]

16
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L—1
1 o o
W _ E (1) _ (1) _
| Mo1Md N [T
— —m)e v — — [P () —\)d
YT 2. 2 w(n)w(m)ry.(n —m)e o /_W e (AN Wi (w )
_ —Jjwn . —
W (w) Wi ,ng:o w(n)e ; . Ww(w)dw = 21

e Varianta estimatorului Welch

varl P ()] = 75 3 3 B[RS @)PE ()] - {BIPY @)]F

17
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1
Blocuri f3r3 suprapuneri: var[P) (w)] ~ ZPffx(w)
- 0 - 144 ) 2
Blocuri cu 50% suprapuneri: var[P,. (w)] ~ 8—me

Se pot utiliza si alte ferestre in loc de Bartlett
Se modifica mai mult varianta

Suprapunerile pot fi mai mari de 50%

(w)

18
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Netezirea periodogramei - Blackman-Tukey

e Se aplica transformata Fourier asupra autocorelatiei anterior ferestruita
e Estimarea 7,.(m) are varianta mare pentru m — N

e Estimatorul Blackman-Tukey (fereastra w(n), simetrica, lungime 2M —1)

M—1
. 1 7.‘- A
Pf,nT(w) = g Tz (Mm)w(m)e 7" = gy Prx( MW (w — N)dA
T
m=—(M—1) -

A

P, (w)= periodograma;

e W(w) >0 (&= PBI(w) > 0); ferestrele Hamming, Hanning nu satisfac
aceasta conditie

19
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e Lungimea ferestrei satisface M < N pentru o netezire suplimentara a
periodogramei

E[PBT

OW5(A — O)W (w — A)dAd0

20 ~ P2 4 2
27TN/ MW w — N)dA = P (w) ~ w*(n)

e S-a folosit ca procesul aleator este gaussian

20
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Comparatie

Factor de calitate: T= P(Periodograma), B(Bartlett), W(Welch), BT
(Blackman-Tukey)

_{EP, W]}

~ var[PT (w)]

QT

e Qp = 1, Qp = 1,1INAf, Qw = 1,39NAf (suprapunere 50%,
fereastra triunghiulard), Qpr = 2,34Af (A f= rezolutia in frecventa)
Aparent metoda Welch - cea mai costisitoare, Bartlett - cea mai eficienta
Diferente mici intre cele trei metode

Metoda Bartlett Welch | Blackman-Tukey

i 0,9 1,28 1,28

Lungime FFT A7 AT A7
Numar FFT-uri LLIINAf | 1,56 NAf 1,56 NA f
Complexitate de calcul | N log, 1A’2]§ N log, 5A’1fQ N log, 1A’2J§

21



UTCN/ETTI/SPG PNIII-P2-2.1- BG-2016-0378, 54BG/2016

Tehnici parametrice

e O importanta clasa de procese stochastice pot fi reprezentate printr-un
model de tip functie rationala.

e Un proces stochastic poate fi generat dintr-un semnal zgomot alb aplicat
la intrarea unui sistem descris printr-o functie de transfer rationala.

e Aceste procese apar des Tn practica si modelul functiilor rationale este
utilizat ca si reprezentare aproximativa pentru aplicatii.

e Problema cheie este care dintre cele trei modele (MA, AR sau ARMA)
este mai bun pentru o situatie data.

22
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e In general intrarea si iesirea sunt legate prin

x(n) = — Z apr(n — k) + Z bru(n — k)

u(n) este secventa zgomot alb de medie zero si putere o2.

e Acesta este un model autoregresiv si cu medie alunecatoare (ARMA -
Autoregressive and Moving Average).

e Parametrii autoregresivi ay; parametrii de medie alunecatoare b;.
e Ne vom referi la un proces ARMA(M,N). Functia de sistem

H(zy = BE) _botbiz by
_A(Z) 14 aiz7 4+ F+anzN

23
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e R3dacinile lui A(z) sunt in interiorul cercului unitate; H(z) este stabil si
cauzal

e Aceasta presupunere ne asigurd ca secventa de iesire x(n) este WSS

e Teorema Wiener-Hincin P,,(2) = H(2)H (2 1) Pyyu(2); Puu(z) = 02

u"

Pm(w) — O'Z|B(w)|

[A(w)?

e Presupunem ca ambele polinoame (numitor si numarator) au coeficientul
dominant 1, un cistig arbitrar poate fi absorbit Th puterea de zgomot o2

e Sistemul H(z) care este utilizat la generarea procesului ARMA se numeste
filtru de sinteza

24
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e Semnalul zgomot alb de intrare poate fi recuperat dintr-un proces ARMA
{z(n)} daci acesta se aplic3 la intrarea unui filtru H1(2)

e Filtrul invers H~1(z) se numeste filtru ARMA de analiz3

e Dacd se renunta la partea autoregresiva a filtrului (ag = 1, a; = 0,
i = 1, N) se obtine modelul de medie alunecatoare MA(M ):

r(n) =u(n) + Z bru(n — k)

e Functia de sistem care genereazad procesul MA(M) este

H(z)=B(z) =1+ Zbkz_k

25
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Densitatea spectrald de putere P,.(2) = 02B(2)B(z 1)
Spectrul de putere este dat de P,.(w) = 02| B(w)/|?

B(z) = filtru de sinteza al procesului MA; filtru numai cu zerouri

Zgomotul alb de intrare poate fi recuperat din seria de timp {z(n)} dac3
acesta se aplic3 la intrarea unui filtru B~1(2). B~!(2) = filtru de analiz3

Daca renuntam la partea de medie alunecatoare a modelului ARMA
(Tnseamna ca toti coeficentii b; sunt zero exceptand by = 1), atunci
obtinem cu un proces autoregresiv AR(NV):

zr(n) = — Z apr(n —k) 4+ u(n)

26
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e Functia de sistem care genereaza procesul AR(NV):

1 1
H = =
(2) A(z) 14az7t4az=24+ - +anz=V

e Densitatea spectrala de putere

52
P:I::I: — v
& =A@
e Spectrul de putere este dat de
o,

Foal@) = T30

27
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A(z) = filtru de sinteza al unui proces AR = filtru numai cu poli

Semnalul de intrare poate fi recuperat din seria de timp {z(n)} daca
acesta se aplic3 la intrarea unui filtru A=1(2). A~1(2) = filtru de analiz3

Putem face citeva observatii calitative relativ la spectrul de putere al
semnalelor ARMA, AR si MA.

Deoarece modelul MA este produs de un filtru numai cu zerouri, spectrul
MA este capabil sa realizeze rejectii in frecventa cand zerourile sunt langa
cercul unitate

Similar, modelele AR pot obtine varfuri ascutite la frecvente corespunzand
polilor de langa cercul unitate

Modelul ARMA poate avea rejectii si varfuri ascutite.

28
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e Amintim ca atat teorema de descompunere a lui Wold, cat si teorema
Kolmogorov-Szego dau relatii importante intre diferite modele de functii
de transfer rationale.

e Astfel teorema de descompunere a lui Wold afirma ca un proces AR sau
ARMA poate fi reprezentat printr-un model MA de ordin posibil infinit.

e Teorema Kolmogorov-Szego sugereaza ca un proces MA sau ARMA
poate fi reprezentat de un model AR de ordin posibil infinit.

e Aceste rezultate sunt importante deoarece ne permit sa obtinem o
aproximare (bund) chiar daca am ales un model gresit.

e Astfel daca Tncercam s3a modelam un proces ARMA(M,N) cu un model
AR, rezultatele pot fi acceptabile daca un ordin suficient de mare este
ales pentru modelul AR.

29
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e Pentru a ardta relatiile dintre coeficientii unui proces ARMA(M,N) si al
unui AR(00), fie G(z) numaratorul polinomului de la modelul AR(c0)

e Din inversa transformatei in z rezulta
M
Zg(n — k)bx, = ay,
k=0
e Dar b =0 pentru n < 0 si pentru n > M, prin urmare

g(n) ==Y g(n — k)b + ay
k=1

30
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e Deoarece a,, = 0 pentru n > N, vom avea relatiile

Recurenta este initializatd cu g(—1)

9(—2)

e Sa trecem acum la problema inversa si sa presupunem ca avem disponibili
parametrii unui AR(c0) si dorim sa calculdm un model echivalent
ARMA(M,N). Aceastd chestiune nu este o problema triviala fiind
de fapt o problema clasica in teoria matematica a sistemelor, cunoscuta
sub numele de problema de realizabilitate.

31
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e Daca totusi cunoastem a priori M si N, problema se simplifica substantial.

M
Din relatiile anterioare avem pentrun > N:  g(n) = — Z brg(n — k)
k=1

e Inlocuim cun =N + IL,N+2,...,N+ M; rezulta M ecuatii care pot
fi rezolvate pentru obtinerea necunoscutelor by, ale procesului MA.

e Sub forma matriciala, putem obtine b din

g(N) gN-1) - g(N-M+1) b1
g(N +1) g(N) o g(N — M +2) by | _
| g(N+M~-1) g(IN+M-2) - g(N) ] _bz.w_

—[g(N+1) g(N+2) ... g(N+M)]"

32
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e De asemenea, din relatiile anterioare avem pentrun=1,2,..., N

M
g(n) :—Zbkg(n—k)—l—a,n, n=1,2,...,.N
k=1

M
an:g(n)—l—Zbkg(n—k), n=1,2,...,N
k=1

e Sub forma matriciala, putem obtine a; astfel

Car || g(1) 1 0 0 - bl
a.2 _ 9(2) g(1) 1 0 b;
_CL.N_ g(N) g(N—-1) g(N—-2) --- g(N—M) | bM
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e Doar primii M + N coeficienti ai lui GG(z) care caracterizezaza AR(o0)
sunt necesari pentru calculul A(z) si B(z)

e Dacd G(z) nu provine dintr-un model ARMA(M, N), atunci G(z) si
A(z)/B(z) vor coincide doar pentru primii M + N termeni

e Inversand rolurile lui A(z) si B(z), gasim legatura dintre parametrii unui
sistem MA(oco) cu functia de sistem L(z) si un model ARMA(M, N)

( 1, n=>0
N
) ln—k)ap+b,, 1<n<M

k=1
N

—Zl(n—k)ak, n > M
k=1

34
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Legatura dintre model si autocorelatie

e Obtinem relatii dintre secventa de autocorelatie si parametrii modelelor

e Pentru un model ARMA
,B(2)B(z™")

S TE (e
Poo(2)A(2) = agB (Z)(fff) ) _ o2 B(2)H (> 1)

Ppo(2) = Firee(n)};  H(z7') = F{h(-n)}

e Din inversa transformatei in z rezulta

N

M
Z apree(n —k) = o2 Z bih(k —n)
k=0

k=0

35
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e Deoarece ag =1

N M
Txx(n) — = Z akrg;g;(n — k’) + O',Z Z bkh(k' — TL)
k=1 k=0

> brh(k —n) = boh(—n) + bih(1 —n) + - barh(M — k)

e H(z) presupus cauzal = a doua suma nu are nici o contributie la r,.(n)
pentru n > M. Prin urmare

M—n

> brh(k—n)= ) h(k)bpi

k=0

36
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Tez(n) =

\

N

— Z ATz (N —

M—n
k)+ 0o Y h(k)bpgr, n=0,1,...,M
k=0
— k), n>M+1

e Parametrii autoregresivi ai modelului ARMA rezulta din

N

raa(n) = = araa(n— k), n>M+1

k=1

e Avem N ecuatii cu N necunoscute (n=M +1,M =2,..., M + N).

37
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e Matricial (ecuatia Yule-Walker extinsd pentru procesul ARMA):

i Tz (M) Foe(M — 1) oo Tae(M — N+ 1)
ree(M + 1) Ty (M) oo Tap(M — N +2) "
| Tea(M +N—1) rpe(M+N-—-2) - Tz (M) ]
[ ay i ree(M + 1) |
a9 Tee(M + 2)
X : - :
i an i i 7“3;3;<M—|—N) i

e Ecuatia Yule-Walker ne permite sa calculam parametrii autoregresivi din
secventa de autocorelatie.

e Relatia pentru parametrii MA este mai dificila; avem convolutie intre
parametrii MA si secventa pondere ARMA.

38
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e Proces AR: relatia autocorelatie si parametrii AR <= ARMA cu b, = (k)

( N M—n
Y aprea(n—k)+op Y h(k)s(n+k), n=0,1,...,M
rmx(n) — < kﬁl k=0
—Zakrm(n—k), n>M-+4+1
| k=1

e Dar h(k)o(n+ k) = h(—n) si h(—n) = 0 pentru n > 0.

( N
— Zakrm(n — k) + 03, k=0
k=1

T'rx (n) — <

N
—Zak’rm(n—k), kE>1
| k=1

39
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e r..(n) = r..(—n) pentru orice proces stochastic real.

Matricial (Ecuatia Yule-Walker pentru procese AR)

T22(0) Tzz(1) oo (M —
T2z (1) T22(0) oo (M —
| Tea(N —1) 71p:(N—2) .- T22(0)

1
2

)
)

aj

an

Tz (1)
rx%(Q)

'rm:(N)

Matricea care contine elementele autocorelatiei este Toeplitz si simetrica

Exista un algorithm eficient de inversare a acestei matrici:

Durbin O(p?) operatii

| evinson-

Primele V + 1 elemente ale secventei de autocorelatie determina in mod

complet spectrul de putere al procesului AR.

40
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e Odatd ce coeficientii ay sunt calculati din 7,,(0), r2(1), . . ., 72z(N),
atunci r,,(n) poate fi calculatd pentru |n| > N cu

o
T:mc Zakrm‘x ) — Pacac( ) — Z Txx(n)e_jnw
n=——0o0
N
e Dinr,,(0) = — Z aprze(—k) + 02, se poate calcula puterea semnalului
k=1

de intrare zgomot alb prin

N
— Z s (—k)
k=0

unde ag = 1.
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