Probleme rezolvate

Lacrimioara GRAMA, Corneliu RUSU. Prelucrarea numerica a semnalelor — aplicatii si probleme.
Ed. U.T.PRESS, Cluj-Napoca, 2008.

Capitolul 1 — Semnale si secvente
Problema 1 — Generarea unei exponentiale complexe: Se doreste generarea si reprezentarea grafica
a secventei exponentiale complexe:

1 T
x(n)=15exp|| —+j—|n|, n=0,50.
) p[( 10 15) }

Rezolvare
Secventa fiind una complexa, vom putea afisa partea reald a acesteia, respectiv partea

imaginara.
1 Vs 1 zn 1 . TN
x(n)=15exp|| ——+j— |n|=1.5exp| ——n |cos—+ jl.5exp| ——n |sin—
() p[(m]s)} p(loj 5/ p(lo] 5
Partea reald a secventei x(n) este: = Re{x(n)}:1.Sexp(—%n)cos%,

respectiv partea imaginard: = Im {x (n)} =1.5exp (—%n} sin% .

Problema 2 — Eroarea de alias determinata de esantionare: Se considerd doua semnale analogice
x, () si x,,(¢) cu amplitudinile: 4 =4, =1, frecventele: F, =500 Hz, F, =2 kHz si fazele:
@ =¢@,=0, care se esantioaneaza cu: F, =2.5 kHz. Se urmdreste reprezentarea semnalelor

analogice, a secventelor discrete obtinute dupd esantionare si a semnalelor reconstituite din
esantioane.

Rezolvare
Semnalele analogice:
x,,(¢) = cos(27500¢); x,, (1) = cos(27r2 : 103t)
Semnalele analogice
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Secventele obtinute In urma esantionarii:

x,(n)= cos(27z 5 20?03 nj = cos(27z%n}

3
x,(n)=cos| 27 210 =N :cos(2ﬁin—2ﬂnj:cos(2ﬂlnj
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Secventele esantionate
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Semnalele reconstituite din esantioane:

%,(0)= cos(27zé2.5 : 1031‘) =cos(27500¢) = x,, (7);

X,(1)= cos(Zﬂ%Z.S : 103tj = cos(27500¢) # x,, (¢)

Semnalele reconstituite
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Cel de-al doilea semnal analogic nu poate fi reconstituit, deoarece pentru acesta nu s-a
respectat teorema esantionarii (alias).

Problema 3 — Esantionare : Se considerd semnalul analogic: x, (¢) =2cos(1007¢). Se cere:

1. Determinati viteza minima de esantionare pentru evitarea oricarui alias.

2. Presupunand ca semnalul este esantionat cu rata F, =200 Hz, care este semnalul discret in
timp obtinut dupa esantionare?

3. Care este semnalul reconstituit din esantioanele de la punctul 2?

4. Presupunind cd semnalul este esantionat cu F, =75 Hz, care este semnalul discret In timp

obtinut dupa esantionare?
5. Care este frecventa 0 < F < F,/2 a unei sinusoide, care sd producd esantioane identice cu

cele de la punctul 4?
6. Care este semnalul reconstituit din esantioanele de la punctul 4?

Rezolvare
1. Viteza minimd de esantionare pentru evitarea oricarui alias trebuie sa fie dublul frecventei
semnalului:

x,(t)=2cos(2750¢t) = F =50 Hz = F,;,, =2F =100 Hz.

smin

2. Secventa obtinutd dupd esantioanarea cu F, =200 Hz este:

2 4 2°2

3. Semnalul reconstituit din esantioanele de la punctul 2 este:

%,(t)=x(tF) = 2005(%200tj = 2cos(10077).

x(n)=x, [%JzZCos(Zﬂ;—(i)n)=2cosﬂ:lee(—l,l}: perioada este N =4 .

s

Semnalul reconstituit este este identic cu semnalul analogic initial, deoarece a fost respectata teorema
esantionarii.
4. Secventa obtinutd dupd esantioanarea cu F, = 75 Hz este:
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x(n):xa = 22005(27fﬂnj=2cos(27[2nj3f=zg(_l,l}
£ 75 3 30 272

= frecventa discreta trebuie adusa in intervalul fundamental. Din relatia (1.9) avem:

1 1
](sz;)-i-k, —Egﬁ)éz

=l oo

}:> perioada este N =3.

In acest caz particular:

1
R 1———1——5 (

NI»—*

wl»—
l\)l»—
l\.)l»—

el

F 1 75
=—=F=fF=-75=25 0<25<—.

Rezultd ca semnalul analogic: y, (t) =200s(27r25t) , esantionat cu F, =75 Hz, produce aceleasi

esantioane ca cele de la punctul 4. In concluzie, F =50 Hz este un alias pentru F =25 Hz, pentru o
rata de esantionare de F, =75 esantioane/secunda.

6. Semnalul reconstituit din esantioanele de la punctul 4 este:
X, ()=x(tF,)= 200s(27r%75tj =2cos(5071).

Distorsiunea semnalul analogic original a fost determinata de efectul de alias, deoarece a fost utilizata
o ratd de esantionare prea mica (mai mica decat dublul frecventei semnalului analogic original).

Capitolul 2 — Sisteme discrete
Problema 4 — Caracterizarea sistemelor discrete: Se considera un sistem discret LTI caracterizat
in domeniul timp de ecuatia cu diferente finite:

y(n)—Sy(n—l)+4y(n—2) =x(n)+x(n—1).
Se cere:
1. S se determine iesirea sistemului, y(n), la secventa de intrare: x(n)=(1/4)"u(n), stiind ca
y(=2)=y(-1)=1;

2. Sa se evalueze raspunsul la impuls 4 (n) .

Rezolvare
1. Dorim sa aflam iesirea sistemului, y(n) , >0, pentru un semnal de intrare dat x(n) , >0 si

un set de conditii initiale. Solutia totald are doud componente: componenta omogena si
componenta particulara:
y(n)=y,(n)+,(n)

unde: y, (n) se numeste solutie omogena, iar y, (n) se numeste solutie particulara.

Solutia omogena a ecuatiei cu diferente finite. Vom incepe cu rezolvarea ecuatiei liniare cu diferente
finite si coeficienti constanti (considerand ca intrarea x (n) =0). Astfel vom obtine prima data solutia

ecuatiei cu diferente finite omogene:
y(n)—Sy(n—1)+4y(n —2) =0.
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Consideram cad solutia este de forma unei exponentiale, adica: y, (n) = A", unde indicele / folosit

cuy (n) este folosit pentru a mentiona cé este vorba de solutia omogena a ecuatiei cu diferente finite.
Daci substituim aceasta solutie In ecuatia omogena, obtinem ecuatia polinomiala:
A"=5A" +42"7 = 0 2" (AP =54 +4) =0,
denumita si ecuatie caracteristica. Radacinile ecuatiei caracteristice sunt:
5£+425-16 543 A4 =1
Ay = = =
' 2 2 A, =4

Deoarece radacinile ecuatiei caracteristice sunt supraunitare in modul |/1i| >1, este vorba despre un

sistem instabil. Avand radacinile ecuatiei caracteristice, putem evalua solutia ecuatiei omogene, de
forma:

() =[CA"+CA Ju(n) =| € (1) +C,(4) Ju(n) =] €+ C,(4) |u(n)
unde C, si C, se numesc coeficienti de ponderare; se determina din conditiile initiale.
Solutia particulard a ecuatiei cu diferenfe finite. Solutia particulara, y, (n) , trebuie sa satisfaca
ecuatia cu diferente finite initiald, pentru semnalul de intrare dat x(n) , n20. Cu alte cuvinte,
v, (n) este o solutie care satisface relatia:
yp(n)—Syp(n—l)+4yp (n—2) zx(n)+x(n—l) .
Pentru y, (n) consideram o forma ce depinde de forma semnalului de intrare, x(n) Deoarece

secventa de intrare considerata pentru acest sistem este produsul dintre o constanta 1 si o exponentiala
n . . - - P
(1/ 4) , solutia particularad corespunzatoare ecuatiei neomogene, este:

7,0 =K (5] u(o).

unde X este un factor de scalare care satisface relatia (in ecuatia initiald):

K(%)nu(rz)—SK(%)ﬂl u(n-1)+41<@”u(n-1) =Gj"u(n)+@"1 u(n—1)

Pentru a determina valoarea lui K, trebuie sa evaluam ecuatia anterioarad pentru orice n > 2. Deci:
n n-1 n-2 n n—1

K L 5K 1 +4K 1 = 1 + 1

4 4 4 4 4

S K-20+64K=1+4 45K =5=K =

4"

1
9
Ca atare, solutia particulara a ecuatiei cu diferente finite este:

=3, () =53] ).

Solutia totali a ecuatiei cu diferente finite. Solutia totald, este suma dintre solutia omogena si cea
particulara, adica:

y(n>={c1+c2 (4)"%(5)”}(,@)_

Constantele C, si C, se determind din conditiile initiale y(O) si y(l):
n=0  y(0)=5y(-1)-4y(-2)+x(0)+x(-1)= y(0)=5-4+1=2

n=1 3(1)=5p(0)=4y(-1)+ x(1)+x(0) = ¥(1)=10-4++1=2
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Avand conditiile initiale y(0)=2 si y(1)=29/4, putem afla constantele C, si C,:

17
C1+C2+l:2 C1+C2:_
9 9
11 29<:> 65 "
C+4C, +——=— C +4C, =—|- (-1
1 2794 4 1 277 ( )
) s, S 16 [ 16 (1
179 ’ 3<:> 17916<:> 196
C +C,=— C=—-—  |C=—
9 9 9 9

Iesirea sistemului este:

1 16, . 1(1Y
n)=|—+—(4) +=| = | |u(n),
y)=| g g @ +g(5) oo
%/—J %/_J
yz(n) Vas(n)
unde yzi(n) este raspunsul sistemului la intrarea zero — contributia sistemului (rdspuns
natural/raspuns liber), iar ym(n) este raspunsul sistemului in conditii initiale nule — contributia

intrarii (raspuns fortat).

2. Raspunsul la impuls il obtinem considerand ca semnal de intrare impulsul unitate:

b0 ) =h(n)

=00~
:>x(n)=0, V>0 :>yp(n)=hp(n)=0

Raspunsul la impuls va avea doar componenta omogena, adica:
h(n)=[DA" + D2 Ju(n)=| D+ D, (4) |u(n),

unde A, si A, sunt rdddcinile ecuatiei caracteristice, determinate anterior.

In rest

Consideram ca sistemul este cauzal (4 (n) =0, Vn<0) si evaludm conditiile initiale:
n=0  h(0)=5h(-1)—4h(-2)+5(0)+5(~1)= h(0) =1 n(0)=1
n=1  h(1)=50(0)—4h(-1)+8(1)+8(0)=h(1)=5+1=6 _  |h(1)=6

Evaluam coeficientii D, s1 D, :

{a+a=w@u+

D, +4D, =6
5 2
D,=2 |p=-=
/ 3D,=5 2 |
{D D=1 - 35© 53
R D=1-5 | D=3

Raspunsul sistemului la impuls este:
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Problema 5 — Raspunsul la impuls si ecuatia de intrare-iesire: Se considera un sistem cauzal care

1, n=0,
I, n=0, 5
5 _ga n= 1’
produce la iesire secventa y(n)= e "= 1, laexcitatia x(n)= .
. -, n=2,
0, in rest, 6
0, in rest.

Se doreste determinarea raspunsului la impuls, h(n) , §1 a ecuatiei cu diferente finite si coeficienti

constanti corespunzatoare.
Rezolvare
Aplicam transformata in z secventei de iesire:
5 _
Y (z) =1+=z".
6
Transformata in z corespunzatoare secventei de la intrare este:
5 4.1 _
X(z)zl——z =272,
6 6
Avand transformatele In z corespunzatoare secventelor de intrare, respectiv de iesire, putem

evalua functia de transfer:

> Héz’1
6

6 -
5, 1., R
-z +— 1-— 1——
6 6 ( 2° 3°

Deoarece sistemul este cauzal, regiunea sa de convergentd este |z|>1/2. Sistemul este stabil,

deoarece polii se afla in interiorul cercului unitate.
Ecuatia cu diferente finite si coeficienti constanti este:
5 1 5
y(n) =gy(n —1)—gy(n —2)+x(n)+gx(n -1)
Raspunsul la impuls se obtine aplicand transformata in z inversa functiei de sistem. In
prealabil trebuie sa descompunem functia de transfer in fractii simple, de forma:

— Al A2
H(z) = I T
1-— l-—-z
3
1+ é2 1+ é3
= 4], =—0—=3 = Al =—b—=-7
1--2 1--3
3 2
Avand coeficientii 4, si 4,, putem scrie expresia functiei de transfer descompusa in fractii
simple:
H(z)=—o T
l-——z" 1-=z"

In consecinta, raspunsul la impuls va fi:

h(n)=Z"{H(z)}= H%) - 7Gﬂu(n).
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Problema 6 — Evaluarea iesirii, cunoscind raspunsul la impuls si excitatia: Se doreste
determinarea secventei de la iesirea sistemului care are raspunsul la impuls:

h(n)z(%]nu(n), nez

T
j=n

daca semnalul de la intrarea este: x(n)=3e*, neZ.

Rezolvare
Réspunsul in frecventa al acestui sistem este:

Il
n=0 3 l_le_fw
3

Pentru @ = /3, functia rdspuns in frecventd devine:

6(5- j\3
H(Ejz 1 ! _ ( ) ~0.357— j0.371,

3 1—lefj5 1—l cos” — jsin’ (5+j\/§)(5_j‘/§)
3 3 3 3
iar modulul, respectiv faza sunt date de relatiile:

H| Z | =0.3572 +(-0371) =0.514, 2H[Z | = arctan| 22211 = 46,10
3 3 0.357

Secventa de iesire se evalueaza cu ajutorul relatiei (2.10) : y(n) = AH (@,)e™™", adicd

y(n)= 3H(3je3 —3H(%)e

Se observa ca singurul efect al sistemului asupra semnalului de intrare constd in scalarea
amplitudinii cu 0.514 si defazarea cu 46.1°. Semnalul de iesire este in acest caz o exponentiald
complexa cu frecventa 7/3, amplitudine 1.542 si fazd 46.1°.

T
Jon+ZH Zn—46.1°

3 (§)=3-0.514-e’7”%’ —1.542¢"

Problema 7 — Iesirea unui sistem LTI la o excitatie exponentiald: Acest exemplu are ca scop
determinarea raspunsului la secventa de intrare:

x(n) = 9”u(n) ,
pentru sistemul descris de ecuatia cu diferente finite si coeficienti constanti:
y(n) = O.9y(n —1) —0.81y(n —2) +x(n) ,
stiind ca:

L y(-1)=5(-2)=0
2 o) =r(2)-s

utilizand transformata in

9

Rezolvare
Functia de sistem corespunzatoare ecuatiei cu diferente finite si coeficien{i constanti este:

H(z)= !

~0.9z7"+0.81z7
Cei doi poli corespunzatori lui H (z) D P, = 0.9¢ 3 , au valori complex-conjugate.

Transformata in z corespunzatoare secventei de intrare este:
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X(z)=2{9”u(n)} = 1_52_1 .

Raspunsul de stare zero al sistemului, in domeniul z este:
1

L) =R )= (1 - 0.9ejzz"lj[l - o.%’@”}(l ~9z7) |

Pentru a afla raspunsul fortat in domeniul timp, vom descompune Y (z) in fractii simple si

apoi aplicam transformata in z inversa:

YZS (Z) = Al T A2 7T 1 1;3 -1
1-09¢327" 1-09¢ 3z 77
Evaluand pentru z' = ! — obtinem coeficientul 4,:
0.9¢"
Al 7= 1 = 1 = 27 1 T
097 | 1_09e 73 | ][1_ 9 J [1—/3}(1—10/3}
0.9¢3 )\ 0.9
_ 1 3 1
1—(c0s27r—jsinhﬂ[l—m(cosﬂ—jsin”ﬂ 1- _l_jﬁ 1-10 l_jﬁ
i 3 3 3 3 2 72 2 72
2 2 2(<27-71N3)  _s4— j38.105

(3+3)(~4+/53) 27+ 13 (274 i3)(27-13) 1092
= 4, =-0.0495—-,0.0349 .
Deoarece polii p, si p, au valori complex-conjugate, si coeficientii 4, si 4, vor avea

valori complex-conjugate, adica:
A, = 4 =-0.0495+ j0.0349 .

Evaludnd pentru z™' =1 obtinem coeficientul A4,:

Al = 1 1 T~ 1 = A4, =1.0989 .
° 1-09-+081— 091
9 81
Ly (2)= ~0.0495- j0.0349  ~0.0495+/0.0349 1.0989

v . _ -1 °
1-0.9¢ 327! 1-09¢ 1,1 1797

In consecinta, raspunsul de stare initiald nuli al sistemului este:

T T

., (n)=|(-0.0495- j0.0349)[0.9ej3] +(~0.0495 + j0.0349)(0.9ej3] +1.o989(9)"]u(n)

| -0.0495(0.9)" [e’?” + e"s”]— 0.0349(0.9)" (ej3” —ej3nJ + 1.0989(9)"}1(14)

—| -0.099(0.9)" cos%+ 0.0698(0.9)" sin%+ 1.0989(9)”}u(n)

= (0.9)" (—0.099 Cos%+ 0.0698 sin”—;j + 1.0989(9)"}; (n)
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g . . : b .
Folosind identitatea trigonometrica: acosx + bsinx =~/a’ +b* cos (x —arctan —j , obtinem:
a

0.0698

99)}1.0989(9)"}14(,1)

v, (n)= {(0.9)” J(~0.099)’ +0.0698" cos[%n - arctan(
= {(0.9)" 0.1211cos (%n +arctan 0.705) +1 .0989(9)"}4(11)
- [(0.9)" 0.1211005(%11 +35.1858°j+ 1.0989(9)"}4(71)

=y, (n)= [0.121 1(0.9)" cos(%n + 35.1858()) + 1.0989(9)"}1(11) :
1. Deoarece conditiile inifiale sunt nule, iesirea sistemului va fi:
y(n)=y.,(n)= {0.121 1(0.9)" cos[%n - 35.1558°j +1.0989(9)n}u(n)

2. In acest caz conditiile initiale sunt nenule, y (—1) =y (—2) =1, si vom avea inca o componenta la

transformata in z (transformata in z a raspunsului cand intrarea este nuld):

N k
_ —k _ n
V. ()= ;akz Z‘y( ")z . 0.09-081z" D, D,
zi - T -1 2 b3 T
A(Z) 1-0.9z27 +0.81z 12096327 1-0.9¢ 32
Evaluam constantele D, si D, :
0.09—0.81— _ 5 0.09-09 l_jﬁ
. 09¢3 0.09-0.9¢ 3 2
Dot == e B
09¢7 1-0.9e 137ﬁ l-e '3 1—(—1—]'3}
0.9¢’3 22
=072+ j0.93 (—0-72 +j0-9\/§)(3—j\/§ ) 0.54+ 34243 0.54+ j5.9236
3+ 43 (3+43)(3-743) 9+3 12
= D, = 0.045+ j0.4936 = D, =0.045— j0.4936
v, (2)= 0.045 + ]0;;4936 , 0.045-/0.4936

1-09¢3 2" 1-09¢ 3z
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In consecinta, raspunsul la intrare zero este:

v, (n)=](0.045+ j0.4936)(0.9ej3J +(0.045 - j0.4936)[0.9ej3J ]u(n)

=1 0.045(0.9)" (e’?" +e"3”J + j0.4936(0.9)" (ej e’ 3"}};(;1)
=10.09(0.9)" cos% ~0.9872(0.9)" sin% + 1.0989}1 (n)

=1 (0.9)" J0.09* + (~0.9872)° cos[%n - arctan(_0'9872 mu ()=

0.09

=1 (0.9)" 0.9913c0s(%n + arctan10.9689ﬂu (n)= {(0.9)” O.9913c0s(%n + 84.79°ﬂu (n)

= y.(n)= {0.9913(0.9)" cos(%n + 84.79°ﬂu(n) .

Réspunsul total are transformata in z:
Y(z)=7.(2)+Y, ()= —0. 0045+]:) 4587 —0.0045 ]O 4587 N 11_03;391
1-0.9¢ 3z 1-0.9¢ '35
Aplicand transformata in z inversa raspunsului total din domeniul z , obtinem iesirea
sistemului:

y(n)=| (~0.0045+ j0.4587)(0.9) ¢"*" +(~0.0045— j0.4587)(0.9) ¢ "*" + 1.0989(9)"}4 (n)

=1 -0.0045(0.9)" (e"?" + e"?”] + j0.4587(0.9)" [e’?" - e"s"j +1.0989(9)"}1(n)

=1 -0.009(0.9)’ cos%— 0.9174(0.9)" sin%+l.0989(9)n}u(rz)

-0.9174

i j+1.0989(9)”}u(n)

= (0.9)" {/(-0.009)’ +(~0.9174) cos(”—;’— arctan

= ) 0. 9174cos(%—arctan101 93]+1 0989(9)" } (n)

=1(0.9)"0.9174cos (”—3” 89. 438°j+1 0989(9)" } (n)

[ )" 0.9174 cos(%—89.4380j+ 1.0989(9)"}4(;1)
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Problema 8 — Evaluarea raspunsului la impuls si a regiunii de convergenta: Se considerd un
sistem LTI este caracterizat de functia de transfer:

3-4z"
H(z)= .
( ) 1-3.5z7" +1.5z7
Sa se specifice regiunea de convergenta a lui H (z) si sd se determine raspunsul la impuls, 4 (n) , n

urmatoarele conditii:
1. Sistemul este stabil;
2. Sistemul este cauzal;
3. Sistemul este anticauzal.

Rezolvare
Pentru a putea evalua raspunsul la impuls, trebuie descompus H (z) in fractii simple. Polii

. . 1 .
sistemului sunt p, = 5 st p,=3.

H(z)= L+ 2
( ) 1_1271 1_3271
2
1
3-4.-
_3-4-2 B 3
AT :A“'%_l_l.l_z
23
1 2
=H(z)= +
( ) 1_1271 1_3271
2

1. Deoarece sistemul este stabil, regiunea de convergenta trebuie sd includa cercul unitate, deci
1/2< |Z| < 3. In consecinta, raspunsul la impuls este necauzal:

1

h(n)= @ u(n)=2(3) u(-n—1).

2. Deoarece sistemul este cauzal,

z|>3,iar

() {@ +z(3)n},(n).

Sistemul este instabil, deoarece contine (3)" u(n).

3. Daca sistemul este anticauzal, regiunea de convergenta este |z| <1/2,si
h(n)z{@ +2(3)n}u(—n—1).

Sistemul este instabil, deoarece contine (E] u(-n-1).
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Problema 9 — Evaluarea convolutiei liniare: Acest exemplu urmareste evaluarea iesirii unui sistem,
cu ajutorul convolutiei liniare dintre secventa de la intrarea sistemului si raspunsul la impuls al
acestuia.

Se considera secventa de intrare: x(n) = {%,2,3,4} si raspunsul la impuls:

h(n)={1-1.1,-2}
Convolutia liniarda va fi evaluatd prima datd folosind metoda grafica, apoi utilizand
transformata in z.

Rezolvare
Metoda 1. Evaluarea convolutiei liniare cu metoda grafica

Reprezentaim gafic cele doud secvente, h(k) si x(k) (figura 2.16. a)), folosind & drept

indice, pentru a fi in acord cu relatia (2.15).
Realizam simetrica secventei A (k) , obtinem secventa 4 (—k) si o reprezentam grafic (figura

2.16. b)); acum putem evalua iesirea la momentul # =0, conform relatiei (2.15), adica

0

(0)= 2, x(k)h(=k).

f=—o0
Secventa produs v, (k)Ex(k)h(—k) este de asemenea reprezentatd grafic in figura 2.16. b).

Adunand toti termenii secveniei produs, obtinem y(0)= Y v, (k)=1.

k=—0
Continuam calculul evaluand iesirea pentru n <0, de exemplu la n» =—1. Pentru aceasta,
translatam secventa A (—k) cu 1 esantion, spre stanga (figura 2.16. c)). Conform relatiei (2.15)

y(=1)= 3 x(k)h(-1-k).

k=—0
Secventa produs v_, (k) =x(k)h(—1-k) este de asemenea reprezentatd grafic in figura 2.16. c).

Adunand toti termenii secventei produs, obtinem y(-1)= Y v_ (k)=0.

k=—0

Observam ca daca continudm si translatam secventa 4 (—1 - k) , spre stanga, secventele
produs obtinute vor avea toate esantioanele nule. Ca atare, putem spune ca y (n) =0,n<-1.
Evaludm acum iesirea, y(n) , pentru n>0. Incepem cu n=1. Pentru aceasta, translatim

secventa h(—k) cu 1 esantion, spre dreapta, si obtinem secventa % (1 — k) (figura 2.16. d)). Conform
relatiei (2.15)

0

y()=> x(k)h(1-k).

k=—0

Secventa produs v,(k)=x(k)h(1—k) este de asemenea reprezentatd grafic in figura 2.16. d).

Adunand toti termenii secventei produs, obtinem y(1)= Y v (k)=-1+2=1.

k=—

In mod similar obtinem secventa y(2) , translatand h(—k) cu 2 esantioane, spre dreapta

(figura 2.16. e)). Secventa produs v, (k) Ex(k)h(Z—k) este de asemenea reprezentad grafic in

figura 2.16. ¢). Adunand toti termenii secventei produs, obtinem y(2)= > v, (k)=1-2+3=2.

k=—0
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Ah(k) a) (k)
49
i ]
i 1 |
. a - i ol a . . - . . .
::-ltll:45; 32ad 102 34 5

by, (£)

Shifting fh(=1-k) 0 doi (k)

Ai(1-k) 4 $u (k)

Ah(2-k) o) 411 (k)

Ai(7-k) \ v, (k)

Figura 2.16. Evaluarea convolutiei liniare, folosind metoda grafica
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Translatdnd in continuare secventa h(—k) cu 3, 4, ... esantioane, spre dreapta, Tnmultind
secventele corespunzitoare si adunand valorile secventelor produs rezultate, obtinem y(3) =1,

y(4)=-5, y(5)=-2, y(6)=—-8. Pentru n>6, obtinem y(n)=0, deaoarece secventele produs
corespunzatoare au valori nule.
Acum avem intregul raspuns al sistemului pentru —o <n <0

p(n)={.0,1,1,2,1,-5,-2,-8,0,...|.

Metoda 2. Evaluarea convolutiei liniare cu ajutorul transformatei in z
Z{x(n)}=X(z)=1+2z"+327 +4z7,

Z{h(n)}zH(z)zl—z’l+Z’2—2Z’3,
Y(2)=X(2)H(z) = (1 +2z7'+327 +4z’3)(1 —z 4z —22’3) =

=1 -z' +z7 227+
+2z70 2z 42z 4zt 4
+3z7% =377 3z -6z +
+4z7 -4z +4z7 8270 =
=1 +z!' 4277 +z7 -5z -2z -8z7°.

Rezulta

2y (2)}=y(n) = {1.1.2,1,-5,-2,-8}.

Problema 10 — Evaluarea iesirii unui sistem cu ajutorul convolutiei liniare: Se urmareste
determinarea iesirii y(n) a unui sistem LTI relaxat, al carui raspuns la impuls este:
h(n)=a"u(n), |a|<1,

la treapta unitate x (n) =u (n) .

Rezolvare
In acest caz, atat h(n) cat si x(n) sunt secvente de durata infinitd. Vom folosi formula de
convolutie data de relatia (2.14):

0

y(n)= 2 h(k)x(n—k),

k=—

unde secventa reflectata este x (k) .

e pentru n=0 avem: y(0) =k=iwh(k)x(—k)

Il
1N}
bl
<
—_
byl
~
<
0
by
~
Il
Ny
(=]
Il
—_

e pentru n=1avem: y(1)= i h(k)x(1-k)= i a‘u(k)u(l-k)=a’+a=1+a.
k=—o0 k=—o0

e pentru n=2 avem: y(2)= ih(k)x(Z—k)z Zw:aku(k)u(Z—k)=a0+a+a2 =l+a+a’
k=—0

k=—o0

Se observa ca pentru n > 0, iesirea este

|
y(n)=l+a+a*+a’++a = n>0.
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Pe de altd parte, pentru n<0 , secventele produs vor avea doar valori nule, deci
y(n) =0, n<0.
Pentru n — oo, iesirea este
1__an+l 1

=li =1li = .
y () nggy(n) lim o 12 n—> o0

In concluzie, iesirea sistemului LTI este:

0, n<o,
b n:9
_ n+l
y(m)=112¢" " .,
l-a
1
, Nn—>wo
l-a

Problema 11 — Evaluarea raspunsului folosind convolutia liniara: Se urmdreste evaluarea

convolutiei liniare dintre:
x(n) = (%) u(n) si h(n) = (%) u(n) .

Rezolvare
In acest caz, atat h(n) cat si x(n) sunt secvente de durata infinitd. Vom folosi formula de
convolutie data de relatia (2.14)

0

y(n)= 2 x(k)h(n=k),

k=—00

unde secventa reflectata este £ (k) . Secventa produs va fi:

v, (k)= x (k) (n— k) = [%j (lj ,

4
care are valori nenule pentru k>0 si n—k >0 sau n>k >0.

Pentru n<0, v, (k)=0, Yk, deci
y(n)zO, n<0.

Pentru n >k >0 suma valorilor secventei produs v, (k) va fi:

-5 T

Pentru n — oo, iesirea este:

syt -im(4 | 2-(3] |0 ao

In concluzie, iesirea sistemului LTI este:




Probleme rezolvate

Capitolul 3 — Transformata Fourier Discreta
Problema 12 — evaluarea DFT-ului: Acest exemplu urmareste evaluarea transformatei Fourier
discrete a unei secvente date. Se considerd o secventa de lungime 4:

x(n)={1,2,3.4],

pentru care se doreste evaluarea DFT-ului in 8 puncte.

Rezolvare
Pentru a evalua DFT-ul in 8 puncte, secventa trebuie sa aiba 8 valori. Vom adauga zerouri,

astfel Incat secventa x(n) sd aiba lungime 8. Obtinem
x(n) ={1,2.3,4,0,0,0,0}
D

Incepem cu evaluarea ponderilor

,jzlk

‘ ‘ g Ik —
W, =W, =e =e 4, k=0,7.
Tinand cont de conditia de simetrie W™ = -} , in cazul acestui exemplu
7 _ 3 6 _ 2 5 | 4 0
Wy =-Wy, Wy=-Wg, We=-Wy, Wy=-W,

avem:
Wg0=efj%0=1
L r .1 2 A2
Wy=e * =cos——jsin—=———j—
4 4 2 2
ILOS
VK;2=€]4 :e'/2=cos£—jsin%=—j
iy . 2 2
W832ej“3:cos——jsm3—ﬂ:—£—j£
4 2 2
W = =1

Avand calculate radacinile unitatii, putem continua cu evaluarea lui X (k), k=0,7,

considerand relatia (3.1), adica

,
X(k)=Yx(n)W", k=0,N-1
n=0
X (k) = x ()W + x (I +x ()W +x B +x (AW +x(S) W + x (6) W7 + x (T) W,
=W +2W + 3" +4w*
si tindnd cont de conditia de periodicitate W, ™ =W, , in acest caz W™ =W .
X (0) =2 +2W2 + 32 +4W2 =10 =10

X (1) =W + 20 +3W2 + 4 :1+2(%—j£]—3]‘—4(%+}'£]:—(x/i—l)—Sj(\/E+l)

2 2
X (2) =W + 207 + 30} + AW =W + 207 =30 — 4w = 2(W + W) ==2(1— j) =-2+2j
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G

X (3) =W +2W, +3W, +4W,) =W +2W,; = 3W + 4w, =1—2[—+ —J (i— g]

=1+42-3/(v2-1)
X (4) = W2+ 20 +3WE +4W2 = W2 =202 + 30 — 4w = 2w = 2

2

Y5 Ij (ﬁ .ﬁJ
-3j+4 7+]—

X (5) =W +2W, +3W,° +4W,° =W —2W, + 3w — 4w} =1—2[7—]7

=142 +3/(V2-1)
X(6) =W, +2W +3W,> +AW° =W —2W —3W) + AW = 20 + 20 =-2-2

0 IJ o _{g_}g

X(7)=%0+2%7+3W;4+4Wg212%0_2%3_3%2_4%1=1+2[_+]_ 5 5

=—(v2-1)+3j(v2+1)

Acum putem evalua modulul si faza pentru X (k) , k=0,7.

Indicatie:

b
arctan—, a>0
la+ jb|=~Na*+b*, Z(a+jb)= ab ,
7 +arctan—, a<0
a

iar valorile fazei trebuie reprezentate in domeniul (-7, 77] .

|x (0)| =10, 2X(0)=0
X (1)]= \/(1 ~V2) + 3(v2+ 1)}2 —7.2545
—3(x/§+1)
/X (1) =7+ arctan{m} = 7 +1.5137 = 4.6553(—27 = —1.6279)

X (2)]=4+4 =2.8284, Z£X (2) =7z +arctan (%) =7 -0.7854 =2.3562

X (3)|= \/(1 N 3(v2- 1)]2 = 27153, /X (3) = —arctan l%} =—0.4754

X (4)=2, ZX(#)=7-0=x
X (5)|= \/(1 2) + 3(v2-1 T =[x (3)|=2.7153, £X (5)=—2X (3)=04754
X (6)]=|X (2)|=2.8284, 2X (6)=-2£X (2)=-2.3562
X (7)]= |4 (1)] = 7.2545, ZX(7)=-2X (1) =1.6279

X (k)| = {19,7.2545,2.8284,2.7153,2,2.7153 ,2.8284,7.2545}

ZX (k)= {(T),—1.6279,2.3562,—0.4754,3.1416,0.4754,—2.3562,1.6279}
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Problema 13 — Convolutia circulara: Acest exemplu urméareste evaluarea iesirii unui sistem, cu
ajutorul convolutiei circulare dintre secventa de la intrarea sistemului si rdspunsul la impuls al
acestuia.

Se considera secventa de intrare: x(n) = {%,2,3,4} si raspunsul la impuls

~{1-1.1,-2).
h(n)={L-1.L,

Convolutia circulara va fi evaluatd prima datad folosind metoda grafica, apoi utilizdnd
transformata Fourier discreta.

Rezolvare
Metoda 1. Evaluarea convolutiei circulare cu metoda graficd

Fiecare secventa contine 4 valori nenule. Pentru ilustrarea operatiilor care apar la evaluarea
convolutiei circulare, vom desena fiecarea secventd ca puncte ale unui cerc. Reprezentarea

secventelor /1 (k) si x(k) este ilustratd in figura 3.8. a). Mentiondm ca secveniele sunt desenate pe

cerc, in sens trigonometric (contrar acelor de ceasornic). Aceasta stabileste directia de referinta la
rotirea unei secvente fata de cealalta.

Secventa y(n) se obtine prin convolutia circulara dintre h(k) si x(k), ca in relatia (3.39).

Incepand cu m =0, obtinem
3

(0)= 3 x(0)h((H),-

Secventa h((—k))4 este simetrica secventei h(k) , desenatd pe cerc (figura 3.8. b)). Altfel spus,
secventa simetricd este simplu, secventa h(k) desenatd in sensul acelor de ceasornic (invers

trigonometric). Secventa produs se obtine Tnmultind x(k) cu h((—k))4, punct cu punct. Secventa

produs este de asemenea reprezentata in figura 3.8. b). In final, adunand valorile secventei produs,
obtinem
y(0)=1-4+3-4=—-4.

3
Pentru m =1 avem: y(1) =2x(k)h((l—k))4 . Se verificd usor faptul ci h((l—k))4 este
k=0

secventa h ((—k))4 translatata (rotitd) in sens trigonometric cu 1 esantion, ca in figura 3.8. c). Aceasta

secventa se Inmulteste cu x(k) pentru obtinerea secventei produs (figura 3.8. c)). Adunand toate

valorile secventei produs, obtinem
y(l) =—1+2-6+4=—1.

3
Pentru m =2 avem: y(2)=> x(k)h((2 —k))4 . Se verifica usor faptul ¢ 4 ((2 —k))4 este
k=0

secventa h((—k))4 translatata (rotitd) In sens trigonometric cu 2 esantioane, ca in figura 3.8. d).

Aceasta secventa se inmulteste cu x(k) pentru obtinerea secventei produs (figura 3.8. d)). Adunand

toate valorile secventei produs, obtinem
y(2)=1-2+3-8=-6.
3
Pentru m =3 avem: y(3)=Y x(k)h((3 —k))4 . Se verificd ugor faptul ca &((3 —k))4 este

k=0

secventa h((—k))4 translatatd (rotitd) in sens trigonometric cu 3 esantioane, ca in figura 3.8. e).

Aceasta secventa se inmulteste cu x(k) pentru obtinerea secventei produs (figura 3.8. e)). Adunand

toate valorile secventei produs, obtinem
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y(3)=—2+2-3+4=1.

h(1)=-1 a) x(1)=2
h(2)=1 @h((})l 3(2)3‘A[0]1
- h(3)=-2 x(3)=4
Reflexie (3)=-2 Multiplicare -4
h(2)=1 h(0)=1 3 1
h(1) = -1 4
Translatie h(0)=1 2
¢)
h(3)=-2 h(1)=-1 -6 -1
h(2)=1 4
h(1)=-1 d) -2
h{O)l‘h(z)l 3‘1
h(3)=-2 -8
h(2)=1 2
@) :
h(1)=-1 ‘h(%)z 3‘2
h(0)= 4
Figura 3.8.  Evaluarea convolutiei circulare, folosind metoda grafica

Observdm ca dacd continudm evaluarea, pentru m >4 , obtinem aceleasi patru valori
anterioare.

In concluzie, convolutia circulara a secventelor x (k) sih (k) determina secventa:

y(n) = {—T4,—1,—6,1} .
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Metoda 2. Evaluarea convolutiei circulare cu ajutorul transformatei Fourier discrete
Evaluam prima data DFT-urile corespunzatoare secventelor x(n) si h (n) . DFT in 4 puncte

pentru x (n) este:

3 - 'ﬂn
DFT{x(n)}zX(k)sz(n)e Tt k=0,3
.27rk 27k _27rkn:0 .k 3k

X(k)=1+2¢"+ 43¢ 4 44”4 =112¢ "2 137 4e 2

—1+2(cos7k—]s1n7kj+3(cos7rk js1n7rk)+4(cos%—]sin%]

:1+200s7[—k+3cos7rk+4cosﬁ—j 2sin7[—k+3sin7rk+4sinﬁ
2 2 2 2
X(0)=1+2+3+4=10
X(l)=1+2cos%+3cos;r+400537”—j(2sin%+3sinﬁ+4sin3§j=1—3—j(2—4)=—2+2j
X (2)=1+2cosz+3cos27 +4cos3z — j(2sinz +3sin2z +4sin3z)=1-2+3-4=-2

X(3)=1+2cos3—”+3cos37z+4cosg—7r—j 25in>% + 3sin 37 + dsin -~ =1—3—j(—2+4)=—2—2j
2 2 2 2

DFT-ul in 4 puncte pentru 4 (n) este: DFT{h } Zh , k=03
n=0
H(k)=1-e e e 21— cos”—k—jsin”—k +(coswk — jsinzk)—2 cosﬁ—jsinﬂ
2 2 2 2

= 1—(cos%k—jsin%kj+(cos;zk—jsinnk)—2(cos%k+jsin%kj

= 1—3cos%k+cos7rk—j(sin%k+ sinﬁkj
H(0)=1-3+1=-1
H()—1—3cos%+cosz—j(sin%+sin7rj=1—1—j=—j
( )—1—3cos7z+cosZ7r—j(sin7r+sin27r)=1+3+1=5
H(3)=1- 3cos%+cos37z ](sm%+s1n37rj—l I+j=j

Inmultind cele doud DFT-uri obtinem produsul Y (k) ( ) (k) sau echivalent
Y (0)=x(0)H(0)=10-(~1)=~1
Y(1)=x()H(1)= (2+2J)(J)=2+21
Y(2)=X(2)H(2)=(-2)-5=-10
Y(3)=X(3)H (3)=(-2-2/)-j=2-2j
»(

Pentru a obtine secventa de iesire n) , trebuie evaluat IDFT-ul secventei Y (k) :

27rk

IDFT{Y (k)}=y ZY(k) n=0,3

20
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-lklv—‘

7m 3zn
—10+(2+2))e 2 —10™ +(2-2/)e 2 }

4;|._ -lklv—‘

10+4cos——1000s7m 4s1n%—10181n7mj (2_2j)(cos3zn+jsm372mﬂ

[ 10+(2+2)) cos%+jsin%j—10(cos7m+jsin7rn)
S,
2

n 5 n 5
+ CcO0s— — —C0sn —sin— — = jsinzn
2 2 2 2

5 5
0)= 2 41-2—_4
y(0)=-3+1-3

5 T 5 .5 .. 5 5
y(1)=—=+cos=—=cosmr—sin——=jsint =—=+=—1=-1
2 2 2 2 2 2 2

5 5 . 5 .. 5
2)=——+4cosr—=cos2zr —sing——jsin2xr =———-1-==-6
¥(2)=—3 > S :
y(3)=——+cos3—”—§cos3ﬂ—sin3—”—§jsin3ﬂ=—§+§+1=1
2 2 2 2 2 2 2

= y(n)={-4-1-6,1}.

Problema 14 — Evaluarea coeficientilor DFT: Se considera un semnal analogic

x, (t) = cos(2007) —3.5¢cos(6007¢),
care este esantionat cu F, =1 kHz. Se doreste evaluarea coeficientilor DFT pentru N egal cu perioada
fundamentala.

Rezolvare
In urma esantionarii, obtinem secventa:

x(n)=cos 00 n|—3.5cos 300 n|=cos Zﬁin —3.5cos 27rin
0 0 10 10

Perioada acestei secvente este N =10, deci vom evalua DFT-ul in 10 puncte.
Secventa x(n) o putem scrie ca suma de exponentiale, de forma:

1 o~ 3
e127z10n 4 e*12 En e]27r10n + e’]Zﬂﬁn ] jz;z-in —jznin j27rin 2n
x(n)z -35 =—|5¢ 10 45¢° 10 _175¢ 10 —175¢ 10
2 2 10

1 -9 "3 " 7
- %[55”10" +5¢" 0" _17.5¢" 710" _17.5¢" 0" ]

iar relatia dintre secventa x(n) si coeficientii DFT, X (k) , este:

21
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Problema 15 — Iesirea unui filtru cu raspuns finit la impuls: Folosind DFT si IDFT se doreste
determinarea iesirii filtrului cu raspuns finit la impuls, caracterizat de raspunsul la impuls:

h(n)= {%,2,3} la intrarea x(n)= {%,2,3,2}.

Rezolvare

Lungimea secventei raspuns la impuls este M =3, iar lungimea secventei de intrare este
L =4 .Daca am realiza convolutia liniard am obtine secventa de iesire de lungime N =L+ M —1=6
, ceea ce inseamni ca DFT-urile trebuie evaluate in cel putin 6 puncte. In practicd, metodele numerice
folosite in evaluarea DFT-ului impun ca N sa fie o putere intreagd a lui 2 (cerintd impusd de
algoritmii FFT de calcul ai DFT-ului). Cea mai mica putere intreagd a lui 2, mai mare sau egala cu 6
este N =8.

Vom evalua DFT-ul corespunzator secventei de intrare, in 8 puncte:

7
X(k)=Yx(m)W", k=0,7

n=0

X (k) = x ()W + x (W +x (27 + x (3) W+ x ()W +x(S) W+ x (6) W + x (T) Wy
ZVI/80+2VV8/€+3VI/82/€+2VV83/(

unde ponderile #, au fost evaluate la Problema 12.

3z

X(k)=1+2¢ % +3¢ 2 42¢ %
Evaluand pentru £ = 0,7 obtinem succesiv
X(0)=1+2+3+2=38

X(1)=1+2¢ "4 43¢ 72 426 3ﬂ_1+2£§—1£j+3(0— 1)+2(———]—J (242 +3)

3z

X(2)=1+2¢ "2 437" +2¢ "2 =14+2(0— j1)+3(~1- j0)+2(0+ j1) =

X(3)=1+2ej3‘:[+3ej32”+2ej?=1+2(—§—j§j 3(0+ 1)+2[%— £j:l—j(zﬁ—s)

2
X(4)=142¢7" +3¢ " +2¢7" =1+2(-1-j0)+3(1-j0)+2(-1-0)=0

X(5)=1+2¢ 307 00t 1+2[—£+ £j+3(0— 1)+2(£+]£J—1+](2\/§—3)

3 Ir

X(6)=1+2¢ 2 +3¢ +2¢ "2 =14+2(0+ j1)+3(~1-j0)+2(0— j1)= -2
N3 I 2
X(7)=1+2¢ " * +3¢ "2 +2¢ 4 _1+2[£+ §J+3(0+]‘1)+2(—%+J’%}:1+j(2ﬁ+3)

Vom evalua DFT-ul corespunzator secventei raspuns la impuls, /4 (n) ,in N =8 puncte:

,
=Y h(n)W",  k=0,7

=W 20 +3W =1+ 2¢ 4" 43¢
Evaluand pentru £ = 0,7 obtinem succesiv
H (0) =6

H(1)=1+2¢ "4 +3¢ 2 =142 - j(3+12)

22
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H(2)=1+2¢ 2 +3¢7" =2 j2

3z __Sl
H(3)=1+2¢ ' * +3¢ 2 :1—J5+j(3—ﬁ)
H(4)=142¢7" +3e7* =2

st _ sz
H(5)=1+2¢ * +3¢ 2 :1—ﬁ—j(3—ﬁ)
3z

H(6)=1+2¢ 2 43¢/ =2+ 2
H(7)=1+2ej74”+3ej72”=1+\/§+j(3+\/§)
Efectuand produsul Y (k)=H (k)X (k), & =0,7 , obtinem
Y (0)=6-8=48
[1+x/§—j(3+\/§ﬂ[l—j(2\/§+3ﬂ=—23.31—j18.49
¥(2)=(-2-j2)(-2) =4+ j4
Y(3):[l—ﬁ+j(3—x/§)}[l—j(2x/§—3ﬂ=—0.69+j1.51
Y(4)=0
[l—ﬁ—j(3—\/5)}[l+j(2\/5—3)}=—O.69—j1.51
Y(6)=(-2+j2)(-2)=4— j4
Y(7)=[1+\/§+j(3+x/§)}[1+j(2\/§+3)}=—23.3l+j18.49

Pentru a obtine secventa de iesire, y(n), se aplica IDFT-ul, secventei Y (k) :

r(1)

Y(s)

y(n)= IDFT{Y(k)}zéiY(k)eﬂ;kﬂ, n=0,7

n=0

. . L ) ST, 3, Tz
y(n)z—[Y(O)JrY(l)ej“ +Y(2)e +Y(3)e v (4)e” +Y(5)e’ 41 (6)e 2 +Y (T)e }

n n 1 1 n n
=6—(291+ j2.31)| cos—+ jsin— |+| —+ j— || coOS— + jsin—
(291+7 )( 4/ 4) (2 ]2j( ) 2)

~(0.09- j0.19)(cos31zTn+ jsinz,ézTnj +0—(0.09+ j0.19)(cos?+ jsin_n)

1 1 3zn . 3mn Trnn . Irn
+|——j— || cos——+ jsin— |[—(2.91— j2.31)| cos——+ jsin——
(5775 o5 sn 5201230 eos T jsin T3

cos x=cos(x+27)
sin x=sin(x+27) ™

s 6229120874052 cos ™ —sin " |- 0.09- 2 cos 2 + 231 25in =2
4 2 2 4 4

0.19-25in 7"
4

= 6—5.82c0sﬂ+cosﬂ—sinﬂ—O.l8cos3ﬂ+4.62$inﬂ—0.38sin3ﬂ
4 2 2 4 4 4

Evaluand pentru n =0,7 obtinem succesiv
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y(O)=6—2.91+%—0.09—0.09+%—2.91+j(—2.31+%+0.19—0.19—%+2.31)=

y(1)= 6—5.82cos£+cosz—sinz—0.1800s3—”+4.62sin£—0.385in3—”
AR 4 4 4

V2 V2 V2 V2 5-0.7\2 ~4

=6-582—-1+0.18—+4.62——-0.38—=
2 2 2 2

y(2)= 6—5.82cos§+cos;z—sin;r—0.18cos37”+4.62sin§—0.38sin37”= 6—1+4.62+0.38=10

y(3)=6- 582cos3—+c0s3—”—sm3—ﬂ—0 18c0s9—+462s1n3——0 38sin n%
4 2 2 4 4 4

V2 2 V2 V2

= 645822 41-0.18° 2 14,622 -0.38 2 =7+4.94/2 ~ 14
2 2 2 2

y(4)=6-5.82cos 7 +cos2z —sin2z —0.18cos37 +4.62sin 7 —0.38sin37 =6+5.82+1+0.18 =13

(5) 6— 582cos5—+cos5——sm5—ﬁ—01800s15—+462sm5——038 157[
4 2 2 4 4

EooB B

=6+5.8205 —1-0.182 5 - 4,622 +0.38 = =5+0.74/2 ~ 6
2 2 2 2

y(6) = 6—5.82c0s377[+cos37r —sin3ﬂ—0.18005977[+4.62sin377[—0.38sin9—7[

=6-1-4.62-0.38=0
(7) 6— 5820057—+cos7—”—sm7—ﬁ—018005£+462sn7——038 21”
4 2 2 4 4

2 2 2 2 7-5.1242 ~0

=6-582—+1-0.18——-4.62—+0.38—=
2 2 2 2

In concluzie, iesirea filtrului cu raspuns finit la impuls este:
»(n)={1,4,10,14,13,6,0,0].
Desi multiplicarea a doud DFT-uri corespunde convolutiei circulare in domeniul timp, se
observa ca prin completarea secventelor x(n) si 4(n) cu un numar suficient de zerouri, convolutia

circulara conduce la acelasi rezultat ca si convolutia liniara.

Daca in exemplul anterior se efectueaza convolutia circulara dintre
h(n)={1,2,3,0,0,0} si x(n)={1,2,3,2,0,0},

se obtine
S
y(m) =2 h(k)x((n-k)),
k=0
Evaluand pentru n = 0,5 obtinem succesiv

=gx(k)h((—k))6 e
=ZSIX(’\’/)/1((1—k))6 =1-2+2-1=4

y(2)=25:x(k)h((2—k))6=1-3+2-2+3-1=10

k=0
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y(3)=25:x(k)h((3—k))6=2-3+3-2+2-1=14

k=0

y(4):25:x(k)h((4—k))6 =3-3+2.2=13

y(5)=kzs(;x(k)h((5—k))6 =2:3=6
= y(n)= {%,4,10,14,13,6}.

Daca N> M + L—1, nu apare suprapunere (eroare alias) in domeniul timp, in caz contrar,
secventa rezultatd va contine suprapuneri ale unor esantioane.

Problema 16 — lIesirea unui filtru FIR, interferentd componente: Acest exemplu isi propune
evaluarea DFT-ului Intr-un mod oarecum deficitar, pentru a se observa aparitia interferentei
componentelor. Se va repeta Problema 15, pentru N =4.

Rezolvare
Vom evalua DFT-ul corespunzator secventei raspuns la impuls in N =4 puncte:

3 T
H(k) = Zh(n)WﬁWf +2W4k +3W42k =1+2e 7 +3e™ k=03

n=0
Evaluand pentru &k = 0,3 obtinem succesiv
H(0)=1+2+3=6

H(l)=1+2¢ 2 +3¢ 7" =1- j2-3=-2- 2
H(2)=1+2¢7" +3e7 =1-2+3=2

37 .
H(3)=1+2¢ 2 43¢/ =1+ j2-3=-2+j2

Vom evalua DFT-ul corespunzator secventei de intare, x(n) ,in N =4 puncte.
3

X(k)=>x(m)w", k=03

n=0

oz A S
= W40 +2%k +3W42k +2W43k —142 iS5k 30 400 7
Evaluand pentru k = 0,3 obtinem succesiv
X(0)=1+2+3+2=38

37

X(1)=1+2¢ 2 +3e7™ +2¢ 2 =1-j2-3+ j2=-2
X(2)=142e7" 43¢ " +2¢77 =1-2+43-2=0

3z I

X(3)=1+2¢ 2 43¢ +2¢ 2 =14 j2-3- 2=
Efectuind produsul IA/(k) =H(k)X(k), k= 0,3, obtinem

k

Y(0)=6-8=48
Y(1)=(-2-j2)(-2) =4+ j4
Y(2)=2-0=0
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Pentru a obtine secventa de iesire JA/(n) se aplicd IDFT-ul secventei ¥ (k) si se tine cont de

faptul cd cosx =cos(x£27), sinx =sin(x+27)

R R 3 27,
y(n):IDFT{Y(k)}:%ZY(k)eJ S n=03

n=0

3z

iZn ~ . ~ ‘3—”n Zn . j——n
=1{Y(O)+Y(1)ejz +Y(2)e™ +Y(3)e }z%{48+(4+]4)e"2 +0e™™ + (4 ja)e’?

n . TTn 37n . 37mn
=12+(1+ /)| cos—+ jsin— |+(1—j)| cos——+ jsin——
(J)(zfzj(J)(zjzj
N . TR n . 7n N . TR
=12+(1+j)| cos—+ jsin— |+(1— /)| cos— — jsin— =12 +2cos— —2sin—
(])(2]2j(1)(2]2j 2 2
Evaluand pentru n = 0,7 obtinem succesiv
y(0)=12+2=14
}(1)=1z+2cos%—2sm%=12—2=10
(2)=12+2cos7r—2sin7r=12—2=10

}(3)=12+2cos37”—2sin37”:12+2=14

= 3(n) ={1§,1o,10,14}.
Daca se efectueaza convolutia circulara dintre
h(n)={1.2.3,0) 5 x(n)= 12,32},
se obtine

= () (1),

Evaluand pentru n = 0,3 obtinem succesiv
N 3
y(0)=> x(k)h((-k)),=1-1+3-3+2-2=14
k=0

ix(k)h((l—k))6=1.2+2.1+2.3=10
}(z)zix(k)h((z—k))6=1-3+3-1+2-2=10
ix(k)h((3—k))6=2-1+3-2+2-3=14

= 3(n) ={1§,1o,1o,14}
Dacé se compara rezultatul )A/(n) obtinut prin folosirea DFT-ului si IDFT-ului in 4 puncte cu
y(n) obtinut prin DFT si IDFT in 8 puncte, se observa diferente datoritd suprapunerilor sau

interferentei componentelor.
7(0)=y(0)+y(4)=1+13=14

(1) =y(1)+y(5)=4+6=10
¥(2)=y(2)+(6)=10+0=10
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y(3)=y(3)+y(7)=14+0=14
Se observda cd numai primele doud componente sunt afectate de eroarea alias, adica

min{L, M} -1 componente.

Problema 17 — Evaluarea spectru: Se doreste evidentierea procedurii de evaluare a spectrului unui
semnal analogic si a spectrului secventei discrete obtinute prin esantionarea uniforma a semnalului

analogic.
Consideram semnalul analogic: x, (1)=e¢ ™, a>0.

Rezolvare
Spectrul semnalului analogic este:

o0 © 0
Xa (F) = J. X, (t) *j2ﬂFtdt — J' efa‘l‘eijHFtdt — J‘ /Z/rFtdt +J' —jantdt

—0 —0

1 1 2a
. + : -2 22
a—j2zF a+ j2zF a +4rn°F

Presupunand ca semnalul analoglc este esantionat cu frecventa F, =1/T, obtinem secventa

T —at jZi[Fldt +T —/271'1’tdZ —
0

discreta:

x(n)=x,(nT)= e = (e_“T )M.

Spectrul semnalului discret obtinut prin esantionare este:

X(gj —x(f)= D x(n)e = 3 (e Y e

s n=-o n=-ow
—1 0

_ z ( —aT) o Z( —aT)n —j2zfn __ Z( —aT) Jj2xfn Z( —aT) —j2xfn
= e + e e +

n=-—o n=0 n=1
— Z(efaT )n ejZirfh 1+ Z(efaT )n e*jZﬂ'fn

n=0 n=0

I RS B e
T e el l—e e 1-2¢ " cos(2zf)+e"

e
Spectrul secventei x( ) este periodic cu perioada F,, datoritd termenului cos[(27zF ) / st.
Spectrul X, (F ) fiind de banda limitata, eroarea de alias nu mai poate fi evitatd. Conform
relatiei (3.50)
X(f)=F 2 X, (F-kF),

k=—o0
spectrul semnalului reconstituit X, (¢)este:
24T T(1=e2T
FL : 3F T1-2e 7 | 2eFT) 2 |F|S%_%
XG(F): s 1=2¢"T cos S e —ze COS( T )+€
0, |F|> E_L
2 2T

Comparand spectrul semnalului neesantionat cu cel al semnalului reconstituit, se observa ca
acestea pot diferi semnificativ pentru o frecventd de esantionare aleasa necorespunzator.
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Daca 1n relatia corespunzatoare spectrului semnalului reconstituit consideram 7' suficient de
mic, astfel incat |2aT | < 1, numaratorul si numitorul pot fi descompuse in puteri ale lui 7', pana la

ordinul doi. Pentru |F | <1/2T si |x| <« 1 folosind aproximatiile:

1 . 1
e"~l+x+—x"sicosx~l——x’
2 2

obtinem
T(1-e™")

X (F)= ~
(F) 1-2¢ " cos(272FT)+ e

T[l ~(1-2aT +24°T" )]

1—2(1—aT+1aszj(l—27z2F2T2)+(1—2aT+2a2T2)
2

2aT* -2a°T?
&’T* +4r°F’T? —4arn’ F°T° + 2n°a’ F°T*
Daca neglijam termenii care contin puteri ale lui 7 mai mari ca doi, avem:

2aT? 2a
X, (F ) ) 222 2 22
aT +4r°F'T° a +4rn°F
Pentru acest caz particular, spectrul semnalului reconstituit se apropie de spectrul semnalului analogic
de banda nelimitata, daca frecventa de esantionare creste suficient de mult.

Lacrimioara GRAMA, Alin GRAMA, Corneliu RUSU, Filtre numerice — aplicatii si probleme, Ed.
U.T.PRESS, Cluj-Napoca, 2008.

Capitolul 1 — Filtrari selective

Problema 1 — Proiectarea unui FTJ ideal aproximat prin trunchiere: Se doreste proiectarea unui
FTS cu raspuns infinit la impuls, de ordinul intdi, cu frecventa de taiere (la 3 dB) egala cu 0.77
(pulsatia).

Rezolvare

Functia de transfer pentru FTS de ordinul intéi este data de (1.12):

l-a 1-z"' 1-sinw

H (z)= , a=——"""5.
(%) 2 l+az’ Cos @,
Pentru a evalua functia de transfer, trebuie evaluat in prealabil parametrul a:
sin0.77 =0.809, cos0.77r =—0.588

a=2089_ 4305
X —0.5878
In consecinta, functia de transfer corespunzatoare FTS de ordinul intai este:

1 1
HTS(Z):1+0.325 -z _ =0.66251—Z_1
2 1-0.325z 1-0.325z
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Problema 2 — Proiectarea unui FTB: Acest exemplu urmareste proiectarea unui FTB, cu raspuns
infinit la impuls, de ordinul al doilea, cu latimea de banda egala cu 0.2z si frecventa centrala 0.67 .

Rezolvare
Functia de transfer pentru FTB de ordinul doi este data de relatia:
l-a 1-z7
H zZ)= )
w(2) 2 1-b(l+a)z" +az”
unde constantele a si b se evalueaza in functie de frecventa centrala si de litimea de banda a
filtrului:

2a
w, =arccosb, B= arccos( = -
+a

Pentru filtrul considerat frecventa centrala este 0.6z, ca atare b =co0s0.67 =—0.309 , iar banda este
0.27, adica:
2a

l+a
Pe a 1l aflam rezolvand ecuatia de ordinul doi

C244-2.617924  2+1.1756 :{al =0.51

=c0s0.27 =0.809.

7 =

0.8094> —2a +0.809 =0 < a,, =

1.618 1.618 a,=1.963
Functiile de transfer corespunzatoare FTB de ordinul al doilea sunt:
_ _ 2 _ 2
H, (Z) _ 1-0.51 1-z _ =024 1 i _
2 140.309(1+0.51)z7' +0.51z 1+0.4666z" +0.51z
_ 2 2
H,, (Z) _ 1-1.963 1-z _ = 04815 1 j .
2 1+0.309(1+1.963)z7' +1.963z 1+0.9156z" +1.963z

Pentru ambele functii de transfer avem zerourile: z, , = +1.

_ + 4/ _
Polii functiei #,,, (z) sunt p,, = - 2000% 2'2177 208 _ 02333+ j0.675, far

modulul lor este 0.714, ceea ce ne indica faptul ca sunt in interiorul cercului unitate. Ca atare, acest

sistem este BIBO stabil.
.. .. —0. + /0. =7. .
Polii fuctiei H,,(z) sunt p,, = 0.9156 028383 7852 _ —0.4578+ j1.324 , iar

modulul lor este 1.4, ceea ce ne indica faptul ca sunt in afara cercului unitate. Ca atare, aceasta functie
nu este stabila.

Problema 3 — Evaluarea functiei de sistem: Se urmareste evaluarea functiei de sistem pentru un
filtru cu raspuns finit la impuls, de faza liniara, cu coeficienti reali, cdruia i se cunoaste ordinul si
localizarea catorva dintre zerouri.

Consideram un filtru cu raspuns finit la impuls de faza liniara, cu coeficienti reali, M =8, cu

13

zerourile localizate astfel: z, = —0.5, z, =0.3+ 0.5, Zy= —5+ J -
Rezolvare

Pentru determinarea functiei de sistem, initial trebuie localizate celelalte cinci zerouri.
Deoarece ordinul filtrului cu raspuns finit la impuls este M =8, trebuie sa avem 8 zerouri. Zeroul

S A . . . 1 1
real z, =—0.5 determina existenta Inca a unui zerou real, reciprocul sau: z, = —= 05 =-2.
z, 0.

1
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Zeroul complex z, =0.3+ 0.5, aflandu-se in interiorul cercului unitate (|zz|=0.583 ),

determind existenta zeroului complex-conjugat: z, = z, = 0.3— j0.5 precum si a zerourilor reciproce:
. 1 1 0.3+ /0.5 _03+,05 03 .05
=

= = = = =+
z. 03-705 (03-705)(03+/05) 03+05 034 034
z, =2z, =0.88— j1.47

=0.88+ j1.47

Zeroul complex z, = —%+ j73 , aflandu-se pe cercul unitate (|z3| =1), determina existenta

1 3

zeroului complex-conjugat: z, = z, = 5 Jj -5

Functia de transfer corespunzatoare acestor zerouri va fi:

H(z)=]](1-zz")=1+1.1353z" +0.5635z 7" +5.6841z" +4.9771z* +5.6841z"

+0.5635z° +1.1353z7 +z°

Problema 4 — FTJ cu 2 poli: Considerand un FTJ cu doi poli, caracterizat de functia de sistem:
H (z) = (b—ol)z, se doreste determinarea valorile parametrilor b, si p , astfel incat raspunsul in
1-pz~

2

frecventd, H (w), sa satisfaca conditiile: 4 (0)=1 si [H (%] =%
Rezolvare
Raspunsul in frecventa corespunzator acestui FTJ este:
H(w)= Lz :
(1-pe)
La frecventa @ =0, avem: H (0)= 0 by 7 =leb,=(1-p).
4

La frecventa @ = 7/4, avem:

H(Ejz by  _ (1-p) _ (1-p)

2 [1_176_1.3]2 [1—p(COSZ_jSianT Hl—p\/j}+ﬂ’\/§}z.

Deci
z\ _ (1-p) _=p) (e )
‘H(4j (l_pﬁf{ \/5]2 (1_pﬁ+p2)2 > e2(1-p) (1-pv2+p?)
2 2

V2, 2 2_4
NG V-1 \lV2-1

<:>\/§(1—p)2=1—px/§+p2<:>p2—ﬁp+1=0<:>pm= 5

Valoarea p = 0.31 satisface aceastd ecuatie. In consecinti, functia de sistem corespunzitoare
filtrului dorit este:
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0.48

H(z)= (1-0317")

Problema 5 — FTB: Se urmireste proiectarea unui FTB, cu frecventa centrald la @=7/2 si cu
caracteristica raspunsului in frecventd de valoare nulda la @=0 si =7 . Valoarea modului
raspunsului in frecventa este 1/ V2 la w= 4r/9.

Rezolvare

T
5 . )7
Deoarece frecventa centrald este @ = /2, filtrul va avea polii: p,=re *.

Caracteristica raspunsului 1n frecventa are valoare nuld la @ =0 si @ =, deci zerourile vor
fi: z,=e"=1 §i z,=e’”"=-1.
In consecinta, functia de sistem este:
1—z" )14z 1=z
H(z)zG ( - ])( : )1 =G -
(l—jrz )(1+]rz ) I+rz

Factorul de castig, G, se determina evaludnd raspunsul in frecventa al filtrului, H (a)) ,la o= 7z/ 2,

adica:
N e
H(zszl e - 22=1:>G=1 r
2 1+r2e72'i5 1-r 2

Valoarea lui » se determind evaluand raspunsul in frecventa, H (a)) ,la o= 47[/ 9, adica:

()

2

_ (1—r2)2

4

4z

2 2/
5 ;

l-e °

8z .. 87w
1-r l—cos?+]smF

1+7° cosg—”—jr2 singﬁ‘
9 9

‘1+r2e 9

87 . .87
(1—r2)2 (l—cos9j +sm2? (1_’,2)2 2—2008897[()
2 =
[1+r2c0s8ﬁj +r4sin28—” 4 1+2”200589”+’”4
9 9

1
2

@(l—r2)2(2—2c058§j:2(1+2r20058§+r4)<:>r4 2132 +1=0

,  2.13++/45369—4

=<>n, =
1.2
2

r* trebuie si aibd o valoare subunitard, ca atare solutia aleasd este »* =0.69, de unde valoarea
castigului este G =0.155.
Functia de sistem corespunzatoare FTB proiectat este:
-z

140.69z7%°

=1.065+0.37

H(z)=0.155
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Problema 6 — Filtru de rejectie obtinut din FTS: Acest exemplu ilustreaza convertirea unui FTS
-z

intr-un filtru de rejectie. Se considera un FTS cu functia de sistem: H (z) = —,

a<l,sise
1—az

doreste obtinerea unui filtru de rejectie, ce rejecteaza frecventa @, =7x/4 si armonicele
corepunzatoare.

Pentru filtrul de rejectie se vor determina ecuatia cu diferente finite si coeficienti constanti si
diagrama poli-zerouri.

Rezolvare
. T 7w 3z .
Frecventele ce trebuie rejectate sunt: w =<0, iZ’ iE’iT’” , ca atare functia de transfer
va fi de ordin 8 (trebuie sa aiba 8§ zerouri):
_,% Yy
()= T
l-az X (z)

Ecuatia cu diferente finite corespunzatoare este:
y(n) = ay(n—8)+x(n)—x(n —8)
Functia de sistem corespunzatoare filtrului de rejectie are zerouri la

z=<4le *,e 2,e *,-1;sipolila p=<ad,abe *,ale ?,a%¢ *,-ad;.

Raspunsul in frecventa al filtrului de rejectie este dat de relatia

H(a)) _ 1— eif'f: _ e /4o (ej4w —.e"f.‘“”) _ e‘f4“’200s.4a).
l—ae”™” 1-acos8w+ jasin8» 1—acos8w+ jasin8w
2 |cos 4a)|
= [1(0))- 2
\/1 —2acos8w+a
—arctan M , cosdw=>0
1 —arccos8w
= /H (w)= _
arcsin 8w
7 —arctan (—j , cosdw<0
1—arccos8w
Raspunsul in frecventa al FTS este dat de relatia:
| 39 c0s?
- e Zcos2

H(o)

“1-ae’ 1-acosw+ jasin®
Pentru FTS modulul raspunsului in frecventa este:

o
2|cos—
2
|H (a))| - 2’
\/ 1-2acosw+a
iar faza raspunsului in frecventa:
arcsin @ w
—arctan (l—j , cosz >0
—arccos @
ZH (o) = _
arcsin @ w
7w —arctan| —— |, cos—<0
1—arccosw
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Capitolul 2 — Filtre cu raspuns finit la impuls
Problema 7 — Evaluarea raspunsului in frecventia: Se considerd un sistem LTI cu raspunsul la
impuls, h(n) , real si lungimea M , para. Se doreste determinarea raspunsului in frecventa, H (a)) ,

l-acosw

stiind ca partea reald a raspunsului in frecventd este H, (@)= =, la|<1.
1-2acosw+a

Rezolvare

Prima data evaludm secventa pard /(n), pe care o notdm / par (n). Mentiondm cd

Hy(@)=H,(z)

5
z=e/”

unde
l_az—i-zf1 z’l—a1+272 271—a1+272
H _ 2 _ 2 _ 2
k (Z) Ty z+z! e z'—a-az’ +a’z" (z’1 —a)—az’1 (z’1 —a)
2
G 1+z7? _1£21_a1+22) l+z72 1
) e e
z'—a)(l1-az” | -1 | -1
1-— 1- 1-— 1-
( azj( o) ( azj( az)

Se observa ca polii sunt p, =a si p, =1/a. Sistemul fiind stabil, cercul unitate este cuprins
in regiunea de convergentd, care va fi un inel circular cuprins intre p, si p,, care contine cercul
unitate. Adica, regiunea de convergenta (ROC — Region of Convergence) este:

ROC:  |a| <2< .
]

In consecint, e (n) este o secventd bilaterald, in care polul p, =a determina o parte cauzald, iar
polul p,=1/a, o parte necauzald. AplicAnd transformata in z inversd lui H, (z) , vom obtine

secventa £, (n). In prealabil H, (z) trebuie descompus in fractii simple:

HR(Z): 4 + 4

l_lZ—l l_aZ_l
a
1+z72 1 1+a* 1
> a4 2 Y 1+ad’ -2 1-a 1
- Al z’l:a = - = = 3 = — 5 = —_—
1-—az l—a-a  2(1-a°) 2(1—a) 2
| 1
1+27 1 211 d+1-2
I I 5 2
2 a 2 aa a’ a —1 1
:>A22"=l:— = = = 3 = —
a 1_12-1 l_ll 2(1_12j 2(a —1) 2
a ) aa a
1 1 1 1
= H,(z)=—= +— .
«(2) 2,1 4 21-a

a
Partea para a raspunsului la impuls va fi:
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11 1 1

h e (n) =7 {HR (z)} = _(_E)(;j +Ea" = %a" +%a” = %a" +5§(n).
Réspunsul la impuls in functie de partea para a raspunsului la impuls este:
h(n)=2h,, (n)u(n)~h,,, (0)5(n).  n=0.
Deci, raspunsul total la impuls este:

h(n) = a”u(n) ,

1

1—ae

iar transformata sa Fourier:

H(w)=

*ja)'

Problema 8 — FTJ cu raspuns finit la impuls: Se urmareste determinarea functiei de sistem,
raspunsului in frecventd, raspunsului la impuls (simetric) si ecuatiei de intare-iesire corespunzatoare
unui FTJ FIR de faza liniara, de lungime 4, al carui raspuns in frecventa satisface conditiile:

. 1
H,(0)=1si H,{%j:?

Rezolvare
Fiind vorba despre un filtru FIR, de lungime M =4, functia de sistem este:

3 3
H(z)=Y bz" =Y h(k)z"*=n(0)+h(1)z" +h(2)z7 +h(3)z"
k=0 k=0
Réspunsul la impuls fiind smetric si M =4, avem:

h(n):h(M—l—n):{Z(O):h(3)

Ca atare, functia de sistem poate fi scrisa ca:
H(z) = h(O) +h(1) z™! +h(1) 7+ h(O)zf3
Stiind ca:

raspunsul in frecventa este:
H(w)=h(0)+h(1)e ™ +h(1)e™ + h(0)e ™
Filtrul FIR, fiind de faza liniara:

3o

Hw)=e ' [h(o)ej? +h(1)e> +h(1)e 2 + h(O)e"Z}

3o poo 3o e e
—e 2 {h(O)(ejz e 2 ]+h(l)(ej2 ve ﬂ

—e 2 (Zh (0) cos%o +2h(1) cos%) —2¢ 2 (h (0) 0053760 +h(1) cosgj

8]

Din
1

H,(0)=1si H{%):E

vom obtine un sistem de doua ecuatii cu doud necunoscute, adica:
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2(R(0)+h(1) =1 h(0)+h(1)=3 h(0) = k()
2[‘%”“’)*%’1(”}%@ h<0)+h<l>=7® 5 h )+ () =57
pO)=3-h()  |WO)=3-h(1)  [n(0)=222
(g0 22

Functia de sistem corespunzatoare filtrulu FIR este:

2_\/5 2"1‘\/5 —1 2+\/§ -2 2_\/5 73_2_\/5 -3 2+\/§ -1 -2
z = 2 (l+z)+ 2 (z+z)

H (z) = + z + zZ 4+
8 8 8 8
iar raspunsul in frecventa

30 (H o
H(a)):26712 [2 ﬁCOS3—w+2+\/§COSQj:l€ & |:(2—\/§)COS3—0)+(2+\/§)COSQ:|
2 8 2 4 2 2

Dar H |H | <) i consecintd, modulul raspunsului in frecventa este:

2- I‘ 30 2+ﬁ‘ a)‘
COSE

|H(a)

iar faza raspunsului in frecventa:

30 2-V2 3w 242 o
- cos—+ cos—>0
ZH (o) = 2 4 2 4 2
30 2-2 30 2+\V2
-, cos—+ cos—<0
2 4 2 2
Se poate evalua si timpul de intarziere de grup:
d[LH ] 3

Pentru filtrele FIR de faza liniara, pentru orice M (par sau impar), timpul de intarziere de grup are
valoare constanta:

d[AH(a))]:a:M_l
do 2

7, (@)=~
Réspunsul la impuls este:

h(n):{z—\/i 2442 2442 2-\2
T8

g ~ 8 8
8

} - {0.973,0.427,0.427,0.073}

iar ecuatia de intrare-iesire:
2- \/5
y(n)= x(n)+
_2- J_
[x(n)

2+\/§ 2+\/§
2 x(n—1)+ 2

2+\/§
8

x(n—2)+
[x(n—l)+x(n—2)]

n 3)]

35



Probleme rezolvate

Capitolul 3 — Filtre cu raspuns infinit la impuls

Problema 9 — Obtinerea unui filtru digital dintr-unul analogic prin metoda invariantei

raspunsului la impuls: Se urmareste transformarea unui filtru analogic Intr-unul digital IR, folosind
metoda invariantei raspunsului la impuls.

Se considera un filtru analogic descris prin functia de sistem: H (s) = %
s+0.2) +

Rezolvare

Prima data determinam zeroul si polii functiei de sistem analogice:
s+02=0=>zero z,=-0.2

(54+02)" +9=0< 5> +0.45+9.04=0
—0.4++0.16-36.16 —0.4+-36 0.4+ j6

P 5 B 2 J
N p,=-02-73
= polii 0243

Cei doi poli au valori complex-conjugate.

Pentru proiectarea filtrului IIR nu trebuie determinat raspunsul la impuls 7, (t) , Ci se

determind direct H (z) , dupa ce in prealabil (s) se descompune in fractii simple, astfel:

() - o
s+02+ /3 s+0.2-;3
Ny _ s5+02 __ —02-,3+02 -3 1
1s=—02-/3 s+02-/3 023 -02-,3+02-j3 —j6 2
s+0.2 —02+,3+02 _ j3 _
= A2 s=-0.2+,3 - 6

1
0243 02+]3+02+]3 ]6 2
1 1 Jr1 1
2s+02+]3 254+02-j3

s+0.2+ /3|

=>H,(s)=

Pe baza relatiilor (3.13)+(3.15)
N c N
H (s)= k.
a( ) kZ::‘s—pk kzzl“l e”sz_l
zZ, el k=1,
obtinem functia de transfer a filtrului digital, de forma :
1 1 1 1
H (Z) = 5 | — @ 02T g 3T -1 + 5 1 — 02T /3T -1

Cei doi poli complex-conjugati pot fi combinati pentru a forma un filtru cu doi poli, cu functia
de sistem:

=

-0.2T 3T -1 -027 —;3T _-1
1 1-e ¢’ +1-e 7z

e 1 2—¢” ( Bl ye ’3T)
H (Z) = E (1 _ o 02T 3T - )(1 _ e—OAZTej3TZ—1) = E | — 027 ! ( BT 4 3T ) 4o 04T,
1 2-2e"zcos3T 1-e 'z cos3T

21-e77"cos3T +e 22 1-e Tz cos3T +e 4727
Se observa ca eroarea de alias este mai semnificativa la 7' =0.5, decét la 7=0.1. Odata cu

modificarea lui T, frecventa de rezonanta se deplaseaza; pentru valori mici a lui 7, eroarea de alias
este micsorata.
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Problema 10 — Obtinerea unui filtru digital dintr-unul analogic prin metoda transformarii
biliniare: Acest exemplu urmareste transformarea unui filtru analogic intr-unul digital IIR, folosind

metoda invariantei raspunsului la impuls.

Se considera un filtru analogic descris prin functia de sistem: H, (s) =%.
s+0. +

Filtrul digital trebuie sd aiba frecventa de rezonanta la @, = /2.

Rezolvare
Se observa ca frecventa de rezonantd corespunzatoare filtrului analogic este =4 . Aceastd

frecventd analogicd trebuie mapatd in frecventa discretd @, =7/2 , selectaind o valoare

corespunzatoare pentru parametrul 7 . Din relatia (3.22)

2

Q =—tan “r = ZtanZ =
T 2 4

2
T >

-l
rezultd ca T =1/2. In concluzie, maparea care trebuie facuti conform relatiei (3.17) s = %l Z_l ,

1+z

-1
—Zz

pentru obtinerea filtrului digital este: s =4 i —
+z

Filtrul digital va avea functia de sistem:
-1

T

-1

-z 1-z

4 —+0.05 4 —+0.05
(Z)= 14z _ 1+2z
1-z" ’ 1-z" ’ -z
4 —++0.05 +16 16 | +0.4 - +16.0025
1+z 1+z 1+z

4(1-z") (14 271)+0.05(1+27)
16(1-z") +0.4(1-z")(1+27)+16.0025(1+ 27"}
B 4.05+0.05z7' —3.95z7 ~0.12499+0.00154z"' —0.1219z°
32.4025+0.005z " +31.6025z " 1+0.00015z™" +0.97531z
Obsevim ci la numitor, coeficientul lui z™' are o valoare mici (poate fi aproximat cu zero). Functia
de sistem H (z) va fi in acest caz:

©0.12499+0.00154z™" —0.12192

H
(2) 140.975312
Polii si zerourile acestui filtru sunt:

P, =0.98758¢
2, =-0.99376,  z,=3.99416

In acest exemplu, parametrul 7' a fost ales astfel incat frecventa de rezonanta corespunzitoare
filtrului analogic sa corespunda cu frecventa de rezonanta a filtrului digital.
De obicei, proiectarea filtrului incepe cu specificatiile in domeniul digital. Aceste specificatii

in frecven{a sunt transformate in domeniul analogic, prin relatia (3.22) Q=2/T tan(a)/ 2) .

Filtrul analogic este proiectat pentru aceste specificatii §i convertit intr-un filtru digital prin
transformarea biliniard (3.17). In aceastd procedura parametrul 7 dispare din expresia lui H (z) ,

astfel Incat poate avea o valoare arbitrard. Problema 11 ilustreaza acest lucru.
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Problema 11 — Obtinerea unui FTJ digital dintr-unul analogic prin metoda transformarii
biliniare: Se doreste proiectare unui FTJ IIR, pornind de la un FTJ analogic, folosind metoda transformarii
biliniare.

Se urmareste proiectarea unui FTJ, cu un singur pol, cu latimea de banda 0.3z la 3 dB, prin

Q
transformarea biliniara aplicata filtrului analogic H, (s) = ;’2 ,unde Q  este latimea de banda a

S+

p

filtrului analogic la 3 dB.

Rezolvare
In domeniul analogic, frecventa discreti o, =037 corespunde la
2 o, 2 03 1.02
QO =Ztan—L = tan—V =%
Pr 2 T 2 T
Functia de sistem corespunzatoare filtrului analogic este

1.02
_ T
Ha (S) - 02
S+
T
Aplicand transformarea biliniara, rezulta:
1.02
T 1.02(1+27)  03377(1+27")
H(Z) = 1 = 17 -
21-z N 1.02  3.02-0.98z 1-0.3245z
Tl+z' T

Réspunsul in frecventa corespunzator filtrului digital este:
0.3377(1+e ™
H(w)= ( — )
1-0.3245¢77"
H(0.37)|=0.707 (raspunsul dorit).

La =0, H(O)zl sila =037,

Problema 12 — Metoda Padé, parametrii IIR: Acest exemplu urmireste evaluarea parametrilor unui
filtru IIR pentru care se stie raspunsul al impuls dorit, A, (n) , folosind metoda Padé.

Se presupune cd raspunsul la impuls dorit este: 7, (n)z?(%] u(n). Se vor determina

by + blzf1

parametrii filtrului cu functia de sistem: H (z) —,

folosind aproximarea Padé.
l+az

Rezolvare
In acest exemplu, H (z) se poate potrivi exact cu /), (z) , selectand parametrii dupa cum

urmeaza:

by=3, b=0, q :-%.

Vom aplica acum aproximarea Padé, sd vedem daca intr-adevér obtinem acelasi rezultat.
Considerand la intrarea lui H (z) impulsul unitate, obtinem raspunsul la impuls
h(n)=-ah(n-1)+b,6(n)+b5(n-1)
Pentru n 21 avem
h (n) =-a,h (n - 1) < hy(n)=—-ahy (n—1)

38



Probleme rezolvate

Inlocuind % ’ (n) dat initial in ultima relatie, obtinem:

n n—1
3(%] ‘u(n)=—aq, 3(%) u(n-1) @%u(n) =—au(n-1)=aq, =—%
Pentru a afla constantele b, si b, folosim relatia
h(n)=-ah(n-1)—ah(n-2)—---—ayh(n—N)+b,
cu conditia /4 (n)=h,(n). Considerand n =0 il obtinem pe b,

1=%-3-3+b0 =b,=3
Considerand »n =0 il obtinem pe b,

3. 34+b,=b =0

1.1
33

In concluzie
H (Z) =H, (Z) .
Acest exemplu aratd cd aproximarea Padé are ca rezultat o potrivire perfectd cu H, (z) , cand

functia de sistem dorita este o functie rationala si se cunoaste numaérul de poli si zerouri din functia
de sistem.

Acesta lucru nu se Intampld in general In practica, deoarece #, (n) se determina din

specificatiile raspunsului dorit in frecventa, H, (a)) O solutie de a obtine o aproximare bund a

filtrului dorit cu metoda Padé, este de a incerca diverse valori pentru M si N, pana cand raspunsul
in frecventa al filtrului rezultat converge la raspunsul in frecventd dorit cu o eroare de aproximare
acceptabil de mica.

Problema 13 — Proiectare FTB: Se doreste proiectarea unui FTB, calat pe frecventa @, = /2, pentru

carc:

H (%)‘ = % . Se va determina functia de sistem corespunzatoare si rdspunsul la impuls.

Rezolvare
Fiind vorba despre un FTB calat pe frecventa @, , polii corespunzatori sunt:

V4
- Y T .. T .
p,=re’® =re 2 =r|cos== jsin= |=+r,
b2 2 2

iar functia de transfer este:
G G G
H = = —
(2) (1 - plz"l)(l - pzz"l) (l + jrz‘l)(l - jrz'l) 1+7°27
Vom evalua acum raspunsul in frecventd corespunzator FTB:
G G
(@) (2) = 1+ 1+ (cos2w— jsin2w)

Modulul raspunsului in frecventa este:

|H(a))|= G G

\/(1 +7° cosZco)2 + (r2 sin 2(0)2 ) V14272 cos2m+ 7

()=l (5)

Dar

1
2 b
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ca atare vom avea un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute:

G _
2 4
\/1+2r2cos(27;)+r4 %:1 G =1tr G2_1+r4
: 1 1(—;221” +1r - L 4 PN 4
=3 TP %:1—21ﬂ2+r4 3 =8 +3=0
\/1+2r2cos(2”j+r4 r
4
=2 45—y —40.67
s o Pe 844J64-36 47 |"T 3 e
3rt —8r +3=0:>t1,2= 5 = 3 = A ﬁ
=N 000y, =£1.49
3 ,

: . o . fl +r
Valoare lui » trebuie sa fie pozitiva si subunitara, asa ca alegem »=0.67 => G = 4r =0.55.

Functia de transfer este: H (z) = 0—554
1+0.45z
Pentru a obtine raspunsul la impuls, trebuie sa despartim H (z) in fractii simple:
0.275 0.275

Hz)=1; 067z 1= 067"
= h(n) =] 0.275(/0.67)" +0.275(j0.67)" |u(n) =0275(0.67)"[ (~1)" +1]u(n)

Capitolul 4 — Structuri pentru implementarea sistemelor discrete
Problema 14 — Filtru FIR: Acest exemplu urmareste descrierea modului de realizare a formei directe
si a celei laticiale pentru un filtru FIR.

Se va realiza implementarea in forma directa si laticiald si se vor determina ecuatiile de
intrare-iesire corespunzatoare, pentru filtrul FIR cu functia de sistem:

H(z) =1 +£z1 +§Z2 +§Z3.

Rezolvare
Functia de transfer pentru un filtru FIR este data de relatia (4.4), iar raspunsul la impuls al
acestuia este identic cu coeficientii b, . Pentru filtrul considerat M =4; raspunsul la impuls este:

1351
h = 15_9_9_ )
(n) {¢ 24°3 3}

iar implementarea in forma directa este cea din figura 4.13.

r(n) 1 J J‘—I‘

[#5)

|
20|

(%=
-

y(n)

= \ A7

Figura4.13. Forma directa pentru filtrul FIR #(z)= 1+§z’l Jrgz’2 +%z’3




Probleme rezolvate

Iesirea filtrului FIR este data de relatia (4.6) , adica
13 5 1
= +— -1)+= -2)+= -3).
y(n)=x() 52w (n 1)+ Sx(n=2) + 1x(n-3)
Pentru implementarea laticiala functia de transfer a unui filtru FIR este H (z)=4,,,(z),

adica
H(z) =4, (z) =1 +§Zl +§Z2 +%23.

Se observa cd K, = a,(3) = % Polinomul reciproc al lui 4, (z) este B;(z), datde

B, (Z) =§+§Zl +£z2 +2z7.

Folosind testul de stabilitate Schiir-Cohn, dat de relatia (4.52), pentru m = 3, obtinem
1+£z’1 Jréz’2 +lz’3 —1(1+521 +£z’2 +z3j
A(z)-K,B,(z) 24 8 37 33 8 24

A== o 1_(1j2

3
bBnos s Bl
= 9424 24 1,8 72,2,3 3. =1+i2271 +£2zf2
1 1 1 1 248 72 8
1 1 1 1
9 9 9 9

:Az(z)zl-i-gz_1 +%Z_2.

Prin urmare K, = a, (2) = %, iar polinomul reciproc B, (z) este B, (z)= St %zl +z7°

Repetand decrementarea recursiva, pentru m =2, obtinem:

A _AZ(Z)_Ksz(Z) 2Z 2\2 8
1( )_ 1_K2 - 1 2
| 3)
2
213 3 1.1
- ‘1‘+8 116z"l+2 122_2—1+ii2_1
I - 163
4 4 4

Prin urmare K, = ¢, (1) = % , iar polinomul reciproc B, (z) este B, (z)= i +z7h

Implementarea laticiala pentru acest filtru FIR este cea din figura 4.14.
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= Agiz) H(z)

fo(n) fi(n) fa(n) fa(n) = y(n)

xrin)

—— 13! -Bn..:l' :ira'

go(n) giin) gain) gsin)

fm—ll:”) fm':”]_h _fm—l':”} TN fn'.i”)__

”}th .
Ym—1 (n) ImiN ) _

Im-1(n)LZ ED)

fo(n) fi(n) o f2(n) ~ J3(n) = y(n)
s
1/3
do(n) a(n) L ga(n) L2 Ugs(n)

Figura 4.14.  Structura laticiald pentru filtrul FIR H (z) =1+ %z‘l + gz‘z +%z‘3

Cu ajutorul ecuatiilor recursive (4.28), (4.29) si tinind cont de relatia (4.27), putem evalua
iesirea y (n) . Incepem cu evaluarea iesirilor corespunzitoare primului stagiu, adica pentru m =1:

£i(m) = £y () + Koo (n=1) = () + 3 x(n=1)

1
g (n) =K, f, (n)+g0 (n —1) zzx(n)+x(n —1)
Continuam cu m =2, evaluand iesirile celui de-al doilea stagiu

£ (1) = fi(n) + Ko, (n—l)=x(n)+%x(n—1)+%{%x(n—l)+x(n—2)}

:>fz(n)=x(n)+§x(n—1)+%x(n—2)
g (n)=Kof, (n) 2 (n-1) =%[x(n)+%x(n—1)}+%x(n—1)+x(n—2)

= g,(n) :%x(n)+§x(n—1)+x(n -2)
In cazul implementirii laticiale, iesirea y(n) este datd de relatia (4.30). Pentru m =3,

obtinem iesirea y (n) , corespunzatoare filtrului FIR

y(n)=fi(n)=f,(n)+ Kyg, (n-1)

=x(n)+§x(n—1)+%x(n—2)+%[%x(n—l)+%x(n—2)+x(n—3)}
:>y(n):x(n)+£x(n—1)+§x(n—2)+%x(n—3).
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Problema 15 — Determinarea filtrului FIR pe baza coeficientilor laticiali: Se doreste determinarea
functiei de transfer a unui filtru FIR, cunoscandu-se coeficientii laticiali.
Se considera coeficientii laticiali:

1 1 . 1
K, :E> K, Z_E $1 K3=Za

corespunzatori unei structuri laticiale cu trei latici. Se va determina functia de transfer H (z) si

coeficientii filtrului FIR pentru realizarea in forma directd «,, (k), raspunsul la impuls al filtrului

h(n) si iesirea sistemului y(n) . In final se vor ilustra grafic structura laticald si implementarea in

forma directa.

Rezolvare
Pentru determinarea functiei de transfer si a coeficientilor filtrului FIR pentru implementarea
in forma directd, se vor utiliza relatiile (4.43)+(4.45). Problema se rezolva recursiv, incepind cu m =1

A(2)= 4 (2)+ K,z 'B, (2) = 1+%Z-l

Prin urmare, coeficientii filtrului FIR corespunzatori structurii laticiale cu o singura latice, sunt dati
de relatiile (4.48)+(4.50), adica

1
(0)=1  «/(l)=K, =3
Deoarece B, (z) este reciprocul lui 4,(z) = B,(z)= % +z7
Se adauga a doua latice structurii laticiale. Pentru m =2, rezulta
1 1 1 11 1 1 1
A (z2)=A(z)+K,z'B (z)=1+=z"—=z" (—4—21) =1+(———)21 ——zl=14+=z"—=277
2 ( ) 1 ( ) 2 1 ( ) 2 3 2 2 6 3 3 3
Parametrii filtrului FIR corespunzatori structurii laticiale cu doud latici sunt:

a,(0)=1 az(l):% az(z):_%

iar polinomul reciproc B, (z) este B, (z)= —% + %z‘ +z7

In final, prin addugarea celui de-al treilea stagiu in structura laticiala, rezulta polinomul A, (z)

1 1 1 1 1
A (z)= 2)+Kz'B,(2)=1+=z"—=—z7 + =z ——+ =z + 27
=1+[l—i)z1 +(—l+ijzz+lz3 =1+lz’1 —lz’2 +lz’3
3 12 3 12 4 4 4 4

si, ca urmare, filtrul FIR in forma directa este caracterizat de coeficientii
1 1 1
a,(0) =1 a,(1)=— o,(2)=— a;(3)=—
5(0) 5(D p 5(2) 2 5(3) 2

iar polinomul reciproc B, (z) este B, (z) = i - %zl +%z2 +z7

Pentru determinarea raspunsului la impuls se aplica transformata in z inversa functiei de
sistem:

Ho) =2 (@)= {1
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Considerand relatia (4.6), iesirea sistemului este
y(n) = x(n)+%x(n —1)—%x(n —2)+%x(n —3)

Avand dati coeficientii laticiali, implementarea corespunzatoare este cea din figura 4.15.

foln) o~ Ji(n) ~ Jfa2(n) ~ f3(n) = y(n)
rin) 1/2 -1/3 1/4
1/2 -1/3 1/4
[, —1] .- [ —1 - —1] .- .-
go(n) L2 Noa(n) 2 N ga(n) L N gs(n)

Figura4.15.  Structura laticiala pentru filtrul FIR H(z)=1+ %z' —gT %z

Cu coeficientii formei directe evaluati anterior
1 1 1
a,(0)=1 a,()=— a,(2)=—— a,(3)=—
5(0) 3()4 3(2) 2 3()4

putem realiza implementarea acestui filtru, ca in figura 4.16.

xr(n)

] s
|
KN

Y oA N o

Figura 4.16.  Structura directa pentru filtrul FIR H(z)=1 +%zl —iz +—z

Problema 16 - Filtru FIR, implementare cu esantionare in frecventa: Se urmareste
implementarea unui filtru cu raspuns finit la impuls, pentru care se cunosc valorile esantioaneleor in
domeniul frecventa. Se va realiza atat implementarea in forma directa, cat si cea cu esantionare in
frecventa, pentru a evidentia complexitatea de calculul pentru cele doua structuri.

Se considera filtrul FIR cu faza liniard, cu M =15 si ¢ =0, descris de esantioanele in
frecventa:

1, £=0,2,

PESR
15 3

0, k=4,7.

Rezolvare

Deoarece filtrul este de faza liniara, raspunsul sdu la impuls prezinta o forma de simetrie, care
va conduce, in cazul implementarii in forma directa, la reducerea numarului de multiplicari de la 15
la 8. Numarul de sumatoare este 14. Diagrama bloc a formei directe de implementare este ilustrata in
figura 4.17.

44



Probleme rezolvate

RN
Figura 4.17. Implementarea in forma directa pentru filtrul FIR de faza liniard cu M =15

Pentru implementarea cu esantionare in frecventa folosim relatiile (4.17), (4.19), respectiv
(4.21) si eliminam toti coeficientii cu castig zero, H (k) Coeficientii cu castig nenul sunt H (k) si
perechile corespunzatoare H (M - k) , pentru k = 0,3.

Pentru M =15, functiile de transfer H, (z) , respectiv H, (z) sunt:

H, (Z)z%(l—zls),

H (z)z - 4+
2 A= 1-2cos =z "'+z7
1 N A(1)+B(1)z" . A(2)+B(2)z" . A(3)+B(3)z"
=20 2cos 24z 1-2c0s 2 427 1-2c08% 2 427
15 15 15
27k 27k
A(K)=H(k)+H(M k),  B(k)=H(k)e S +H(M—k)e
Considerand raspunsul la impuls simetric, obtinem succesiv:
1. pentru k=1
A(l)=H(1)+H(14)=2
27 2
B()=H(1)e 5 + H(14)e 55 :2cos%
2. pentru k=2
A(2)=H(2)+H(13)=2
ax ax
B(2)=H(2)e = +H(13)e' 1 =2cos%
3. pentru k=3

A(3)=H(3)+H(1z)=§
-5 SE 2 6rm
B(3)=H(3)e S +H(12)e " =300 T2

In consecintd, H,(z) este

1 2+2005§;er 2+2COSAI75[ZI §+§cos?75[z1
HZ(Z)zl—z’ + + in + e
2 1-2cos—z'+z72 1—2cosgz’l+z’2

1—2cos2—7zz’l +z
15
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Deoarece H (O) =1, filtrul cu un singur pol nu necesita operatii de multiplicare. Cele trei filtre

cu doi poli necesita trei multiplicari fiecare, deci, in total, noud multiplicari. Numarul total de adunari
este 14. Prin urmare, implementarea cu esantionare in frecventa a filtrului FIR este, din punct de
vedere al calculului, mult mai eficientd decat forma directd de implementare. Diagrama bloc pentru
acest tip de implementare este cea din figura 4.18.

TN
rin) 1/1s H
=15 AN > — -
v 4
_.—l|

2cos (2w /15) 2cos(2w/15)
4 e e
-1
-1
4 2 fa N
Y o TN L/
L
V=1
2cos(dm/15) 2cos(dw/15)
A e -

2/3 yln)

TN o TN AL o
-
_‘—ll

Fan

Figura 4.18. Implementarea cu esantionare in frecventa, FIR de faza liniara, M =15

Problema 17 — Filtru FIR, implementare cascada: Acest exemplu ilustreazd implementarea in
forma cascada pentru un sistem FIR, cdruia i se cunoaste relatia de intrare-iesire.
Se considera sistemul descris de ecuatia cu diferente finite si coeficienti constanti:
y(n)=x(n) —lcoszx(n -1) —l—sx(n -2) +lcos£x(n -3) —Lx(n -4)
2 7 16 2 7 16
Se va determina functia de sistem corespunzatoare si se va implementa sistemul in forma cascada.

Rezolvare
Fiind vorba despre un sistem FIR, relatia de intrare-iesire este datd de ecuatia (4.3), iar functia
de sistem de ecuatia (4.4). Ca atare, functia de transfer corespunzatoare acestui sistem este

Functia de transfer se poate obtine si aplicand transformata in z, ecuatiei cu diferente finite:
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Y(z)= X(z)——cos;zIX(Z)—%sz(z)+—cos—z 3X(z)—%z“}((z)
= Y(z) = X(Z)(l—lCOSEZ_I —EZ_2 +lcos£2 ’ —LZ_4J
2 16 2 16
= H(z)= r(2) Lo Zo B L L
X(z) 7 16 2 7 16

Implementarea in cascada presupune scrierea functiei de sistem data de relatia (4.4) sub forma
unui produs de factori /1, (z) , k=1,K,cain relatia (4.8) unde, in cazul implementarii cu module
de ordinul doi:

H, (z)=1+b,z" +b,z7.
Pentru ca functia de transfer este de ordinul patru, pentru implementarea in cascada, avem:
H(z)=H,(z)H,(z)

In prealabil trebuie aflate ridacinile functie de transfer, adica zerourile functiei. Se observa ca

z, =1 si z, = —1 sunt doud dintre solutii, de unde rezulta:

HI(Z)2(1—212_1)(1—222_1)2(1—2_1)(1+Z_1)=1—Z_2

Pentru aflarea lui H, (z), impartim H(z) la H,(z):

1-z7
1——cos£z’1 —1—52’2 +—cos£z’3 —LZ’4 |
2 7 16 2 7 16 | -
l-—cos—z +—z
-1 +z7 2 7 16
/—=cos—z"" +iz 24+ —co zz 3 —Lz’4
16 7 16
1 -1 1 T 3
——C0S—2z ——C0S—z
2
/ +LZ’2 —LZ’4
16 16
/ —Lz’2 / JrLz’4
16 16
/ /
1
=>H,(z)=1-=cos=z'+—2z7
Z(Z) 2 z 16Z

Zerourile lui H,(z) sunt

In concluzie, cele doui functii de sistem sunt:
Hl(z) =1-z7= (1—2’1)(14—2’1)

H (Z):l—lCOSZZ—l_i_iZ—Z: 1_16_172_1 l_lej7z—l
2 > 7 :

16 4
iar implementarea in cascada este ilustrata in figura 4.19.
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rin)=umxy(n) yy(n) tya(n) =yin)

h‘]': z)

= Tqlmn ]

rin)

¢

yln)

D N
Figura 4.19. Implementarea in forma cascada pentru filtrul FIR

Problema 18 — Filtru IIR, implementare directi, cascada si paralelia: Se considera un sistem cu
poli si zerouri descris de functia de sistem

(l—lzlj(1+221](1—1e'i3zlj[l—le'i3zlj
2 3 5 5
H(z)= 1 -~ 1 =
-1 —1 P —1 p -1
(1—2 )(1+Z )[1—46 4z j[1—4e 4z j

Se va determina iesirea sitemului y(n) si se va implementa sistemul in forma I directa, forma

canonica, forma cascada, respectiv forma paralela.

Rezolvare
Fiind vorba despre un sistem IIR cu poli si zerouri, iesirea este data de relatia (4.1), iar functia
de transfer de relatia (4.2). Pentru sistemul considerat N =4 si M =4. Functia de transfer este:

1+lz’l—lzf2 l—gcosﬁz’l+iz’2 1+1z’l—lz’2 l—lz’1+iz’2
6 3 5 3 25 6 3 5 25
H(z)= =

(1—2_2)(1—;COSZ-Z_1 +1162_2j (1 _22)(1_\/521 +122}

4 16

1 , 49 , 11 5 1
30° 1507 "150° 75
= H(z) =
I—QZ’I—EZ’Z+QZ’3 ! z™*
4 16 4 16
Iesirea, tinand cont de coeficientii a, s1 b,

este

1 49 11 1
+x(n)-—x(n-1)——x(n-2)+—x(n-3)——x(n—-4
(n)=3g* (=)= 5g ¥ (n=2) + 55 % (n=3) = —zx(n—4)
Pentru implementarea sub forma I directa, functia de sistem trebuie scrisd ca un produs de
doua functii de sistem: una care contine toate zerourile functiei de transfer, si una care contine toti

polii acesteia, ca in relatiile (4.55)+(4.57). In cazul de fata
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1 ., 49 , 11 5 1

Hl(z)z -——z ——z t—z ——z
30 150 150 75
1
H,(z)=
1—£z’1—1—5272+£z’3—iz4
4 16 4 16

iar implementarea sub forma I directa este cea din figura 4.20.

r(n) 1 N yn)
4
=1 =1
- - v2 L
30, ]
P ”
-1 -1
_A9 15
150 16
ey pre=—
4
-] -]
11 vz
150 . i
P D
-1 -1
1 1
"75 16

;Jr 1<)
Figura 4.20. Forma I directa pentru sistemul IIR

Daca se plaseaza filtrul numai cu poli, inaintea celui care are doar zerouri, se obtine forma
canonica (forma a [I-a directd), ca in figura 4.21.

r(n) | | y(n)

Y/ - " L
r
=1
N2 " 4
;] 30
L/ J
-1
15 _49
16 50
L/ Y %

1

=]
U

AL -
6 | T

(4

H(z2)
Figura4.21. Forma canonica pentru sistemul IIR (forma a II-a directa)

Pentru implementarea sub forma cascada sistemul trebuie divizat intr-o cascada de subsisteme
de ordinul doi, ca in relatia (4.58), unde fiecare subsistem este de forma (4.59) . Radacinile complex-
conjugate, atat pentru numadrator, cat §i pentru numitor, vor fi combinate impreuna, pentru a evita




Probleme rezolvate

calculele cu numere complexe. Sistemul propus va fi compus dintr-o cascadd de doud susbsisteme de
ordinul al doilea, date de relatiile:

1 1)( 2 1) 1 1
1-—z 1+=z St _ 22
()_( 5 3 _1+6Z 32

RS (P (P T

1
(1 —;ej3zlj(l —;ej3zlj 1—12—1 +iz—2
5 25
H, (z)= =
2( ) 1 _jz -1 1 /z -1 \/5 -1 1 -2
I-—e %z 1-—e 4z l1-—z +—2z
4 4

Implementarea sub forma cascada este ilustrata in figura 4.22.

rin)=mxn) ty(n) . yaln) =yin)
Hy(2) — Ho(2) -
= ra(n)
rin) 1 1 yin )
~r . l — T . l . [ .
=1 =1
- 1 V2 L 1
- [ -4 5
7 ” 7 7
=1 - |
- 1 L - L
1 -3 16 25

Figura 4.22. Implementarea cascada pentru sistemul IIR

Pentru implementarea 1n paralel, functia de transfer trebuie descompusa in fractii simple ca in
relatia (4.60). Vom descompune in fractii simple functia de transfer, H (z) :

H(Z)= A1—1+ A2—1+ A3 L3 + A47r
l_Z 1+Z l_leijZ_l l_lefzz_l
4 4

1 1

Evaluand pentru z— =1, vom obtine coeficientul 4, , evaludnd pentru z~ =—1, vom obtine

coeficientul 4, respectiv evaluand pentru z~' = 4/ e , vom obtine coeficientul 4,.
1 49 11 1

Lt o4 11
4] =30 150 150 75 _105 8 28
o £ 1) 15017-442 5672
(1+1)[1-""+
4 16
= A =0.4937
14 11
4 __ 30 150 150 75_93 8 124
2|1

V21
(1+1)[1+4+

16
= 4, =0.2189

J T150 174442 566.42
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2 3 4
- L4 44 14 ) 1) 4
B 30 e—j% 150 e—j% 150 e—j% 75 e—j%
— || 1+ 4 1—1e1X 4.”
e*JX 4 e*jX

i 7z 37 ,
2¢’t _49-8¢2 11:32¢'* 256¢”
15 75 75 75

(1—16e‘i3](1—e‘i2}
V22

T5—10] ——+ j— |- j392+352| ———+ j—— |+256
~ ( j [ 2 72 J 331-181V2 - j392+ j17132
5(1-j17-16) 75(-15-17)
75.066—]150.206: 75-j150  1-j2 (1= j2)(-15+,/17) 19+ j47
75(-15—-j17)  75(-15—-,/17) —-15—j17 (-15—j17)(-15+17) 514
= A4, =0.037+ j0.091

1-—

Deoarece polii p, = le K sl p, =%e'i4 au valori complex-conjgate si coeficientii 4, si A4,

vor avea valori complex-conjugate, adica:
A,=A,=0.037-;0.091
Functia de transfer, H (z) , descompusa in fractii simple este:
H(z) _ 0.4937 N 0.2189 N 0.037 + j0.091 N 0.037 - j0.091

-1 -1 T K3
1—16 ]4271 l—lej“z’1
4

1+z
Hy(z)

1-z

Hy(2)
Pentru a evita operatiile cu numere complexe, se pot combina perechi de poli complex-
conjugati pentru a forma subsisteme de ordinul al doilea cu coeficienti reali. Fiecare dintre aceste
subsisteme va avea functia de sistem de forma (4.61). Vom grupa polii complex-conjugati, p, si p,

impreund, respectiv polii reali p, si p, Impreund, pentru a forma doua subsisteme de ordinul al

doilea. Astfel:
H(z)=H (z)+H,(z)
unde
0.7126+0.2748z""
Hl (Z) = 1 -2 ?
-z
0.07406+0.01927z""
H,(z)= o )
1-0.35355z" +0.0625z

Avand functiile de transfer corespunzatoare celor doud subsisteme din implementarea In forma

paraleld, realizarea paralela se poate face ca in figura 4.23.
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rin) . yin) 0.7126
H(z) $ = =g
() () () =1
olm) X yln) rin) 2
o Hyl(2) 4 - -
2 A 0 0.2748
3
—1
1
0.07406 yin)
\v \v v
» -1
A 0.35355 0.01927
3
-1
-0.0625

Figura 4.23. Implementarea paralela pentru filtru [IR

Problemal9 — Filtru IIR numai cu poli, structura laticiala: Pentru sistemul IR descris de functia
de transfer

H(z) 1

1409z -0.827 +0.5z~
Se vor de termina coeficientii laticiali, se va realiza implementarea laticiald si se va evalua iesirea
sistemului.

Rezolvare
Fiind un sistem laticial IIR numai cu poli, trebuie determinati doar coeficientii laticiali K,

i= I,_N , folosind relatiile de decrementare ca la Problema 14. Pentru sistemul IIR doar cu poli,
functia de sistem este:
1 1

Ay (2) ) 4,(2)
= 4,(z)=14+0.9z"-0.82"+0.5z"

Se observa ca
K3 = a3 (3) = 05 = B3 (Z) = 0.5 _0'82—1 + 0‘92_2 +Z_3
Folosind testul de stabilitate Schiir-Cohn, dat de relatia (4.52), pentru m =3, obtinem
-1 2 3 N 72 -
4 ()= 4,(z)-K,B,(z) _1+09z" 0.8z +0.5z ~0.5(0.5-0.827" +0.9z2 +27)

1-K; 1-(0.5)°
1-025 09+04 , -08-045 , 05-05 1.3 ., 125 ,
= + z 4+ z7+ z7=l4+—z ———z
1-0.25 1-0.25 1-0.25 1-0.25 0.75 0.75

= 4,(z)=1+1.73z"-1.67z"
Prin urmare
K,=a,(2)=-1.67=B,(z)=-1.67+1.73z"' + 2

Repetand decrementarea recursiva, pentru m =2, obtinem
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4,(z)-K,B,(z) 1+1.732 —1.6727 +1.67(-1.67+1.73z ' +27)

A (z) =

1-K? 1-(~1.67)
_y,  LB0sler) L 173
(1-1.67)(1+1.67) 0.67

= A4(z)=1-2.59z"
Prin urmare
K =a (1) =-259= B, (z) =-259+z"

Avand trei coeficienti laticiali, implementarea laticiala va contine trei latici, ca in figura 4.24.

fa(n) fa(n) fi(n) foln) = y(n)

=Ir\n) :;rﬂ' -;;mf l.ﬂf

g3(n) ga2(n) qiin) goln)
fa(n) fa(n) J1(n) o fo(n) = y(n)
=r(n) - .67 - Za.50

-1.67 -2.59
1 __aYe -1 o 1

g3(n) : ga(n)~ - I a(n)¥Y =~ Igo(n)

Figura 4.24. Implementarea laticiala a sistemului IIR numai cu poli,

1
H(z)=
()= 00 —0s 105

Iesirea sistemului va fi:
y(n) =—O.9y(n—1)+0.8y(n—2)—0.5y(n—3)+x(n)

Problema 20 — Filtru IIR cu poli si zerouri, structura laticiala-scara: Acest exemplu urmareste
implementarea unui sistem IIR cu poli si zerouri sub forma laticiald-scara.
Se considera sistemul descris de functia de transfer:
-1 -2
H(z)= 1- 0.2271 + 0.15272
1+0.1z7 -0.72z
Se va evalua si iesirea sistemului, in functie de intrare, in domeniul timp.

Rezolvare
Functia de sistem corespunzatoare filtrului IIR cu poli si zerouri este:

() Cule)_ G0

4y(2)  4(2)
Cu ajutorul polinomului 4, (z) vom determina coeficientii laticiali K, i=1,N , folosind

relatiile de decrementare ca la Problema 19.
A,(z)=1+0.1z""-0.72z

Prin urmare
K,=,(2)=-0.72= B,(z)=-0.72+0.1z" +z~

Repetand decrementarea recursiva, pentru m =2, obtinem
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4,(2)-K,B,(z) 140.1z7"-0.7227+0.72(-0.72+0.1z " +27%)
-k 1-(-0.72)’
0.1(1+0.72) 0.1
+ z
(1-0.72)(1+0.72) 0.28
= A4(z)=1+036z"
=K =¢(1)=036=B(z)=036+z"

4 (z) =

z' =1+

Conform relatiei (4.43)
AO(Z)zBO(Z)zl

Acum putem trece la evaluarea coeficientilor scarii v

s m=0,M .

C,(z)= sz (2) €, (2) =B, ()4 v B, () + B, (2)

1-0.2z7"+0.15z7 = v, - 1+, ~(%+z'1)+v2 ~(—§+Lz‘l +Z_2j

2510
1=v,+0.36v, —0.72v, v, =0.15 v, =0.15

o —02=v,+0ly, o v, =—02-0.1-0.15 oy, =-0215
0.15=v, v, =1-0.36(=0.2-0.1-0.15)+0.72-0.15 | v, =1.185

Implementarea laticiala-scara corespunzatoare sistemului IIR este ilustrata in figura 4.25.

f2(n) Si(n) m fo(n)

s 1A

=r(n) \I:Q\ o= o _\\ '

g2(n) ,-N-_/ g 1L -‘-r“{”]mﬁ/ g 1 go(n)

Ny ~ N A

0.15 7y -0.2157 1.185¢y
a K yn)
L L/

1-02z7"40.15z7
14+0.1z71-0.7222

Figura 4.25. Implementarea laticiala-scara, H (z)

Iesirea sistemului IIR cu poli si zerouri este:
y(n) = —O.Iy(n —1)+0.72y(n —2)+x(n)—0.2x(n—1)+0.15x(n —2)
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